
TS. Nguy¹n V«n Lñi



LOISCENTER

S�T: 096 568 5459



LOISCENTER

�æi líi chia s´

Ch¿ 10− 20 n«m núa khi l n sâng cæng ngh» 4.0 s³ �ành h¼nh l¤i c§u tróc cuëc sèng v  x¢ hëi.
C¡i �âi ngh±o �¢ �÷ñc tr£ v· cho qu¡ khù, lóc �â lao �ëng khæng cán l  �º tçn t¤i m  chõ y¸u
nh¬m möc �½ch s¡ng t¤o v  ti¸n bë.

C¡c cæng vi»c s³ tªp trung v o 4 nhâm:

− Ngh» thuªt

− Khoa håc kÿ thuªt

− Dàch vö

− Sùc khäe v  Thº thao

Tòy thuëc kh£ n«ng, con ng÷íi câ thº lüa chån c¡c thº lo¤i cæng vi»c phò hñp. Nh÷ng b§t k¼
cæng vi»c g¼ y¸u tè s¡ng t¤o v  thi �ua s³ �÷ñc �÷a l¶n h ng �¦u.

Chóng tæi chån cæng vi»c chu©n bà h nh trang tri thùc khoa håc kÿ thuªt cho lîp cæng d¥n thíi
�¤i 4.0 l m nhi»m vö ch½nh cõa m¼nh.
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1 Trá chìi to¡n håc I

1.1. Ng÷íi ta x¸p n con t÷ñng gé th nh h ng. Hai ng÷íi chìi. Méi l¦n méi ng÷íi câ thº l m
�ê mët hay hai con t÷ñng gé �ùng c¤nh nhau. Häi ng÷íi n o câ chi¸n thuªt �º th­ng trªn?

1.2. Ng÷íi ta x¸p n con t÷ñng gé th nh váng trán. Hai ng÷íi chìi. Méi l¦n méi ng÷íi câ thº
l m �ê mët hay hai con t÷ñng gé �ùng c¤nh nhau. Häi ng÷íi n o câ chi¸n thuªt �º th­ng trªn?

1.3. Câ 2 c¡i xuy¸n trán m u �ä, 2 xuy¸n v ng, 2 xuy¸n xanh v  2 xuy¸n n¥u. Hai ng÷íi chìi
g­n c¡c xuy¸n n y l¶n �¿nh cõa mët khèi lªp ph÷ìng méi �¿nh mët c¡i. Ng÷íi �i �¦u chi¸n
th­ng n¸u câ t¤o �÷ñc mët c¤nh câ 2 �¦u câ xuy¸n còng m u, ng÷ñc l¤i th¼ ng÷íi thù hai th­ng
trªn. Häi ng÷íi n o câ chi¸n thuªt th­ng trªn?

1.4. Hai �èng câ l¦n l÷ñt 60 v  70 vi¶n säi tr¶n b n. Hai ng÷íi chìi. Méi l¦n câ thº l§y tòy
þ tø mët �èng n o �â mët v i vi¶n (½t nh§t 1 vi¶n, nh÷ng câ thº l§y t§t c£). Ng÷íi th­ng l 
ng÷íi l§y sau còng. Häi ai câ chi¸n thuªt th­ng trªn?

1.5. Ba �èng câ l¦n l÷ñt 1, 65 v  117 vi¶n säi tr¶n b n. Hai ng÷íi chìi. Méi l¦n câ thº l§y tòy
þ tø mët �èng n o �â mët v i vi¶n (½t nh§t 1 vi¶n, nh÷ng câ thº l§y t§t c£). Ng÷íi th­ng l 
ng÷íi l§y sau còng. Häi ai câ chi¸n thuªt th­ng trªn?

1.6. Ng÷íi ta x¸p xuèng m°t b n theo h¼nh vuæng k½ch th÷îc:

a) 5× 5 b) 6× 6

méi æ mët vi¶n säi. Hai ng÷íi chìi. Méi l¦n méi ng÷íi câ thº l§y 1 ho°c 2 vi¶n säi c¤nh nhau
�theo c¤nh�. Ng÷íi l§y cuèi còng l  ng÷íi th­ng. Häi ai câ chi¸n thuªt luæn th­ng?

1.7. Tr¶n b n cí 8× 8. Qu¥n xe �ùng ð gâc tr¡i b¶n d÷îi. Hai ng÷íi chìi. Méi l¦n méi ng÷íi
câ thº �i mët sè æ sang ph£i ho°c l¶n tr¶n. Ng÷íi n o �÷a �÷ñc qu¥n xe �¸n �½ch l  æ b¶n ph£i
ph½a tr¶n th¼ ng÷íi �â th­ng trªn. Häi ai câ chi¸n thuªt luæn th­ng trªn?

1.8. Tr¶n b£ng câ mët sè cho tr÷îc. Hai ng÷íi chìi. Méi l¦n méi ng÷íi câ thº chån mët chú
sè kh¡c 0 cõa sè tr¶n b£ng. L§y sè tr¶n b£ng trø �i chú sè �¢ chån rçi xâa sè �¢ câ tr¶n b£ng
thay b¬ng hi»u sè mîi vøa �÷ñc t¤o th nh. Ng÷íi th­ng trªn l  ng÷íi t¤o �÷ñc sè cuèi còng l 
sè 0. Häi ai câ chi¸n thuªt th­ng?

1.9. Tr¶n b n câ 27 que di¶m. Hai ng÷íi chìi. Méi l¦n méi ng÷íi câ thº l§y 1, 2 ho°c 3 que
di¶m. Ai l§y que cuèi còng l  th­ng. Häi ai câ chi¸n thuªt luæn th­ng?

1.10. Tr¶n b n câ 27 que di¶m. Hai ng÷íi chìi. Méi l¦n méi ng÷íi câ thº l§y 2 ho°c 3 que
di¶m, cuèi còng câ thº l§y 1 que. Ai l§y que cuèi còng l  th­ng. Häi ai câ chi¸n thuªt luæn
th­ng?

1.11. Tr¶n b n câ 40 que di¶m. Hai ng÷íi chìi. Méi l¦n méi ng÷íi câ thº l§y 2, 3, 4 ho°c 5 que
di¶m. Ai l§y que cuèi còng l  th­ng. Häi ai câ chi¸n thuªt luæn th­ng?

1.12. Tr¶n b n câ 40 que di¶m. Hai ng÷íi chìi. Méi l¦n méi ng÷íi câ thº l§y 2, 3, 4 ho°c 5 que
di¶m. Ai l§y que cuèi còng l  thua. Häi ai câ chi¸n thuªt luæn th­ng?

1.13. Tr¶n b n câ 101 vi¶n säi. Hai ng÷íi chìi. Méi l¦n méi ng÷íi câ thº l§y 1, 2, 3, 4 ho°c 5
vi¶n säi. Cuëc chìi k¸t thóc khi câ ng÷íi l§y vi¶n cuèi còng. Ng÷íi �i �¦u th­ng n¸u sè säi cõa
hai ng÷íi nguy¶n tè còng nhau, ng÷ñc l¤i th¼ ng÷íi thù 2 th­ng. Häi ai câ chi¸n thuªt luæn
th­ng?
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1.14. Hai ng÷íi thay phi¶n nhau chia mët trong nhúng �èng säi tr¶n b n th nh hai �èng sao
cho méi �èng câ ½t nh§t mët vi¶n. Ng÷íi th­ng l  ng÷íi chia �÷ñc l¦n cuèi còng. Ai câ chi¸n
thuªt th­ng n¸u lóc �¦u ti¶n câ mët �èng 1991 vi¶n säi?

1.15. Tr¶n b£ng �÷ñc ghi ....x3 + . . . .x2 + . . . .x+ . . . . = 0. Hai ng÷íi thay phi¶n nhau ghi v o
ché trèng c¡c h» sè thüc.
Möc �½ch cõa ng÷íi thù hai l  luæn nhªn �÷ñc mët �a thùc câ nghi»m nguy¶n. Häi ng÷íi n y
câ luæn �¤t �÷ñc möc �½ch hay khæng?

1.16. Tr¶n b£ng �÷ñc ghi x3 + . . . .x2 + . . . .x + . . . . = 0. Hai ng÷íi thay phi¶n nhau ghi v o
ché trèng c¡c h» sè thüc.
Möc �½ch cõa ng÷íi thù nh§t l  luæn nhªn �÷ñc mët �a thùc câ ba nghi»m nguy¶n. Häi ng÷íi
n y câ luæn �¤t �÷ñc möc �½ch hay khæng?

1.17. Tr¶n b£ng �÷ñc ghi x3 + . . . .x2 + . . . .x + . . . . = 0. Hai ng÷íi thay phi¶n nhau ghi v o
ché trèng c¡c h» sè thüc.
Möc �½ch cõa ng÷íi thù nh§t l  luæn nhªn �÷ñc mët �a thùc câ ch¿ mët nghi»m thüc. Häi ng÷íi
n y câ luæn �¤t �÷ñc möc �½ch hay khæng?

1.18. Tr¶n b£ng �÷ñc ghi . . . .x2+ . . . .x+ . . . . = 0. Ng÷íi thù nh§t �÷ñc chån 3 sè thüc, ng÷íi
thù 2 �÷ñc ghi c¡c sè n y v o và tr½ cõa c¡c h» sè theo thù tü tòy chån, méi sè mët và tr½.
Möc �½ch cõa ng÷íi �i �¦u l  luæn t¤o �÷ñc ph÷ìng tr¼nh câ hai nghi»m thüc ph¥n bi»t. Häi
ng÷íi thù nh§t câ luæn �¤t �÷ñc möc �½ch hay khæng?

1.19. Cho h» ph÷ìng tr¼nh (ch÷a câ c¡c h» sè cõa c¡c ©n sè):

. . . x+ . . . y + . . . z = 0

. . . x+ . . . y + . . . z = 0

. . . x+ . . . y + . . . z = 0

Hai ng÷íi thay nhau ghi c¡c h» sè tü chån cõa c¡c bi¸n v o và tr½ tòy þ v  cán trèng. CMR
ng÷íi thù nh§t câ chi¸n thuªt luæn t¤o �÷ñc mët h» ph÷ìng tr¼nh câ nghi»m kh¡c 0.

1.20. Hai ng÷íi chìi chi¸m c¡c sè nguy¶n. Ng÷íi �i �¦u ti¶n th­ng n¸u chi¸m �÷ñc ba sè li¶n
ti¸p nhau. Ng÷ñc l¤i th¼ ng÷íi thù hai th­ng. Häi ai câ chi¸n thuªt th­ng?

1.21. Hai ng÷íi thay nhau vi¸t c¡c chú sè cõa mët sè câ n chú sè. Ng÷íi �i �¦u ti¶n th­ng
n¸u nhªn �÷ñc sè chia h¸t cho 9. Ng÷ñc l¤i, ng÷íi thù hai th­ng. Häi ai câ chi¸n thuªt luæn
luæn th­ng?

2 Trá chìi to¡n håc II

2.1. Ng÷íi ta l¦n l÷ñt sìn c¡c �¿nh cõa mët �a gi¡c �·u 2n c¤nh b¬ng hai m¦u xanh v  �ä.
Hai ng÷íi chìi, hå thay nhau nèi c¡c �÷íng ch²o câ �¿nh còng m u sao cho trong �a gi¡c c¡c
�÷íng ch²o khæng c­t nhau. Ng÷íi thua l  ng÷íi khæng �i ti¸p �÷ñc. Häi ai câ chi¸n l÷ñc th­ng
trªn?

2.2. Ng÷íi ta �i·n l¦n l÷ñt c¡c sè 1, 2, 3, . . . , n l¶n c¡c �¿nh cõa �a gi¡c �·u theo mët chi·u
n o �â. Hai nguíi chìi, hå v³ c¡c �÷íng ch²o câ �¿nh còng t½nh ch®n l´ sao cho c¡c �÷íng ch²o
khæng c­t nhau b¶n trong �a gi¡c. Ai khæng �i �÷ñc ti¸p töc th¼ thua. Häi ai câ chi¸n l÷ñc
th­ng?
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2.3. Tr¶n b n câ 2 �èng säi. Hai ng÷íi chìi. Hå thay nhau bèc säi, ho°c tø mët �èng l§y 1
vi¶n, ho«c tø c£ 2 �èng, méi �èng l§y 1 vi¶n. Ng÷íi l§y vi¶n cuèi còng l  ng÷íi th­ng. Ai câ
chi¸n l÷ñc th­ng?

2.4. Hai ng÷íi chìi, hå l¦n l÷ñt �°t c¡c qu¥n m¢ l¶n b n cí 9× 9, sao cho khæng con n o «n
�÷ñc con n o. Nguíi n o khæng �i �÷ñc ti¸p l  thua. Häi ai câ chi¸n thuªt th­ng?

2.5. Hai ng÷íi chìi, hå l¦n l÷ñt �°t c¡c qu¥n vua l¶n b n cí, sao cho khæng con n o «n �÷ñc
con n o. Ng÷íi n o khæng �i �÷ñc ti¸p l  thua. Häi ai câ chi¸n l÷ñc th­ng?

2.6. Hai ng÷íi chìi, hå l¦n l÷ñt x¸p qu¥n �omino 1 × 2 l¶n b n cí 10 × 10 sao cho méi qu¥n
domino phõ �óng 2 æ vuæng. Ng÷íi khæng �i �÷ñc ti¸p l  ng÷íi thua. Häi ai câ chi¸n thuªt
th­ng?

2.7. H¼nh khèi hëp chú nhªt �÷ñc x¸p bði c¡c khèi lªp ph÷ìng �ìn và. Hai ng÷íi thay nhau
sìn c¡c cët cõa khèi hëp chú nhªt n y, méi ng÷íi mët cët. (Cët câ thº n¬m ngang ho°c �ùng
th¯ng tòy þ), ch¿ câ thº sìn nhúng cët m  ch÷a câ khèi lªp ph÷ìng con n o bà sìn. Ng÷íi n o
khæng �i ti¸p �÷ñc l  thua. N¸u k½ch th÷îc cõa khèi hëp chú nhªt l 

a) 4× 4× 4 b) 4× 4× 3 c) 4× 3× 3

Häi trong méi tr÷íng hñp ai câ chi¸n l÷ñc th­ng?

2.8. Hai ng÷íi thay nhau vi¸t c¡c sè l¶n c¡c æ vuæng cõa b n cí 9× 9. Ng÷íi �i �¦u ghi sè 0,
ng÷íi thù hai ghi sè 1. Cuèi còng ng÷íi ta �¸m sè c¡c cët v  c¡c h ng câ bao nhi¶u l¦n câ sè
0 nhi·u hìn sè 1 (v  ng÷ñc l¤i). Ng÷íi th­ng l  nguíi m  sè cõa m¼nh câ sè l÷ñng c¡c h ng v 
cët th­ng nhi·u hìn. Häi ai câ chi¸n l÷ñc th­ng?

2.9. Hai tói kµo, méi gâi câ 9 vi¶n. Hai ng÷íi chìi l§y kµo: Méi l¦n câ thº l§y tø mët tói 1 vi¶n
kµo �°t sang tói kia rçi l§y tø mët tói n o �â l§y cho m¼nh 2 vi¶n kµo. Ng÷íi l§y vi¶n cuèi còng
l  ng÷íi th­ng. Ai câ chi¸n l÷ñc th­ng?

2.10. Hai tói säi, méi gâi câ 9 vi¶n. Hai ng÷íi chìi l§y säi: Méi l¦n câ thº l§y tø mët tói 1
ho°c 2 vi¶n säi ho°c �÷ñc l§y tø c£ hai tói méi tói 1 vi¶n. Ng÷íi l§y vi¶n cuèi còng l  ng÷íi
th­ng. Ai câ chi¸n l÷ñc th­ng?

2.11. Hai ng÷íi thay nhau x¸p qu¥n xe l¶n b n cí 8× 8, sao cho khæng con n o �÷ñc «n con
n o. Ng÷íi khæng x¸p ti¸p �÷ñc l  thua. Häi ai câ chi¸n l÷ñc th­ng?

2.12. Hai ng÷íi thay nhau sìn c¡c æ vuæng cõa b n cí 10 × 10. Méi b÷îc �i ng÷íi ta câ thº
sìn mët h¼nh k½ch th÷îc 1× 1 ho°c 1× 2 ho°c 1× 3 c¡c æ vuæng con n¸u trong �â ch÷a æ n o
bà sìn. Ng÷íi thua l  ng÷íi khæng thº �i ti¸p. Ai câ chi¸n l÷ñc th­ng?

2.13. Câ b£ng Socola k½ch th÷îc 10× 5 æ. Hai ng÷íi chìi. Méi l¦n �¸n l÷ñt ng÷íi chìi câ thº
b´ theo ��÷íng l÷îi� cõa mët m£nh trong c¡c m£nh �÷ñc ph¡t sinh trong qu¡ tr¼nh chìi. Cuëc
chìi k¸t thóc n¸u câ m£nh 1× 1. Ng÷íi th­ng l  ng÷íi:

a) Câ tr÷îc b) Câ sau

m£nh 1× 1.

2.14. Tr¶n m°t ph¯ng cho a) 5 , b) 6 �iºm têng qu¡t. Hai ng÷íi chìi. Méi l¦n ng÷íi �¸n l÷ñt
�÷ñc chån nèi hai �iºm ch÷a bà nèi v  tæ m u cõa ri¶ng m¼nh �¢ chån tø tr÷îc. Ng÷íi thua l 
ng÷íi buëc láng câ tr÷îc tam gi¡c câ c¡c c¤nh �çng m u. Ai l  ng÷íi câ chi¸n l÷ñc th­ng trªn?
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2.15. Tr¶n m°t ph¯ng câ 6 �iºm têng qu¡t. Hai ng÷íi chìi nèi c¡c �¿nh n y vîi nhau. Ng÷íi
thua l  ng÷íi �¦u ti¶n t¤o th nh h¼nh tam gi¡c câ c¡c �¿nh tø c¡c �¿nh �¢ cho. CMR ng÷íi
�¦u ti¶n câ chi¸n thuªt th­ng.

2.16. Hai ng÷íi thay nhau �¡nh d§u c¡c �iºm nót tr¶n l÷îi æ vuæng, méi l¦n mët �iºm n¸u
�iºm n y ch÷a bà �¡nh d§u v  c¡c �iºm bà �¡nh d§u l  �¿nh cõa mët �a gi¡c lçi. Ng÷íi khæng
�i �÷ñc ti¸p l  ng÷íi thua. Häi ai câ chi¸n l÷ñc th­ng?

2.17. Câ 25 que di¶m tr¶n b n. Hai ng÷íi l¦n l÷ñt l§y méi l¦n 1, 2 ho°c 3 que di¶m tòy þ.
Ng÷íi th­ng l  ng÷íi l§y l¦n cuèi còng �óng 2 que di¶m.

2.18. Tr¶n b n câ n que di¶m. Hai ng÷íi thay nhau l§y 2k que di¶m (1, 2, 4, . . .). Ng÷íi n o
l§y que cuèi còng l  ng÷íi �â th­ng. Ai câ chi¸n l÷ñc th­ng?

2.19. Tr¶n b n câ n que di¶m, 2 ng÷íi chìi. Méi l¦n méi ng÷íi câ thº l§y k que di¶m n¸u k v 
sè di¶m tr¶n b n l  nguy¶n tè còng nhau. Ng÷íi th­ng l  ng÷íi l§y cuèi còng. Häi ai câ chi¸n
l÷ñc th­ng trªn?

2.20. Tr¶n b n câ 2n+1 vi¶n bi, câ hai ng÷íi chìi. Méi l¦n méi ng÷íi l§y khæng qu¡ mët nûa
sè bi ban �¦u. Ng÷íi th­ng trªn l  ng÷íi câ sè bi l  sè ch®n khi tr¶n b n khæng cán bi núa.
Häi ai câ chi¸n l÷ñc th­ng trªn?

2.21. Câ n vi¶n säi tr¶n b n, 2 ng÷íi chìi bèc säi. Ng÷íi �i �¦u ti¶n khæng �÷ñc l§y to n bë
sè säi khi b­t �¦u. Ng÷íi ti¸p theo ph£i l§y ½t nh§t 1 nh÷ng khæng �÷ñc l§y qu¡ sè säi b¬ng
hai l¦n sè säi ng÷íi �i tr÷îc l§y. Ng÷íi l§y cuèi còng l  ng÷íi th­ng trªn. Häi ai câ chi¸n l÷ñc
th­ng trªn?

2.22. Tr¶n b n câ sè l´ vi¶n bi, hai ng÷íi chìi, méi ng÷íi câ thº l§y 1, 2 ho°c 3 vi¶n. Sau khi
h¸t bi, ng÷íi n o câ sè bi ch®n l  ng÷íi �â th­ng. Häi ai câ chi¸n l÷ñc luæn luæn th­ng?

2.23. Tr¶n b n câ c¡c �èng säi. Hai ng÷íi chìi chia säi. Méi l¦n méi ng÷íi chån mët �èng câ
½t nh§t hai vi¶n säi v  chia ra th nh hai ph¦n. Hå cù l n nh÷ vªy cho �¸n khi méi �èng ch¿ cán
1 vi¶n. Ai l  ng÷íi câ chi¸n thuªt th­ng n¸u lóc �¦u:

a) Tr¶n b n câ mët �èng 31 vi¶n säi.

b) Tr¶n b n câ mët �èng 100 vi¶n säi.

2.24. Hai ng÷íi chìi. Ng÷íi thù nh§t nâi mët sè lîn hìn v  nhä hìn 10. Ng÷íi thù 2 nh¥n sè
n y vîi mët sè thäa m¢n �i·u ki»n tr÷îc �â. Vîi t½ch vøa nhªn �÷ñc ng÷íi thù 1 l¤i nh¥n vîi
mët sè thäa m¢n �i·u ki»n ban �¦u v  cù ti¸p töc nh÷ vªy. Ng÷íi th­ng cuëc l  ng÷íi l¦n �¦u
ti¶n câ k¸t qu£ v÷ñt qua 1000 tr÷îc ti¶n. Ai câ chi¸n thuªt th­ng?

2.25. Hai ng÷íi thay nhau nâi c¡c sè. Ng÷íi �¦u ti¶n b­t �¦u b¬ng sè 1. Ng÷íi ti¸p theo �÷ñc
quy·n nâi mët sè ½t nh§t lîn hìn sè �¢ câ 1 �ìn và nh÷ng khæng �÷ñc nâi sè lîn hìn têng cõa
sè �¢ câ vîi têng c¡c chú sè cõa nâ. Ng÷íi th­ng cuëc l  ng÷íi nâi sè 100. Ai câ chi¸n l÷ñc
th­ng?

2.26. Tr¶n b n cí 8× 8 hai ng÷íi thay nhau �©y mët qu¥n cí. B­t �¦u xu§t ph¡t tø gâc d÷îi
b¶n tr¡i cõa b n cí. Ng÷íi ta câ thº �©y sang ph£i, �i l¶n ho°c �i chi·u tøng b÷îc mët. Ng÷íi
th­ng trªn l  ng÷íi �©y �÷ñc qu¥n cí v o æ ph½a tr¶n b¶n ph£i b n cí. Ai l  ng÷íi th­ng? T¤i
sao?
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2.27. Tr¶n b n cí n×m, qu¥n vua b¶n �en �ùng ð gâc ph½a tr¶n b¶n tr¡i. Hai ng÷íi chìi, méi
ng÷íi thay nhau b÷îc qu¥n vua �¸n æ b¶n c¤nh ho°c còng �¿nh nh÷ng ch÷a �i qua l¦n n o.
Ng÷íi thua trªn l  ng÷íi khæng �i �÷ñc tr÷îc. Häi ai câ chi¸n thuªt th­ng trªn?

2.28. Tr¶n b n cí 8×8, hai ng÷íi A v  B thay nhau �i mët qu¥n cí. B­t �¦u xu§t ph¡t tø gâc
tr¶n b¶n tr¡i cõa b n cí. Ng÷íi ta câ thº �i sang ph£i khæng qu¡ 4 b÷îc, hay �i th¯ng xuèng
khæng qu¡ 3 b÷îc. Cù nh÷ vªy �¸n khi qu¥n cí n¬m ð æ ph½a d÷îi b¶n ph£i b n cí. Ng÷íi �÷a
qu¦n cí v o và tri ph½a d÷îi b¶n ph£i b n cí l 

a) Ng÷íi th­ng; b) Ng÷íi thua.

Ai câ chi¸n l÷ìc th­ng?

2.29. Tr¶n b n cí 8× 8 ph½a d÷îi b¶n tr¡i câ qu¥n hªu. Hai ng÷íi A v  B thay nhau �i. Méi
b÷îc �i câ thº �i theo luªt cí thæng döng nh÷ng th¶m �i·u ki»n sau méi b÷îc qu¥n hªu c ng
ti¸n v· g¦n gâc ph£i ph½a tr¶n hìn. Ng÷íi thua l  ng÷íi ph£i �÷a qu¥n hªu v o æ vuæng ph½a
tr¶n b¶n ph£i. Ai câ chi¸n thuªt th­ng?

2.30. H¢y chùng minh r¬ng trong nhúng trá chìi húu h¤n hai ng÷íi chìi khæng câ k¸t qu£ háa
luæn luæn câ chi¸n thuªt cho ch¿ mët ng÷íi luæn luæn th­ng.

2.31. Ng÷íi ta vi¸t l¶n b£ng m sè 1 v  n sè 2. Hai ng÷íi chìi. �¸n l÷ñt ai hå �÷ñc ph²p xâa
�i hai sè v  ghi thay v o �â sè 2 n¸u 2 sè bà xâa gièng nhau, tr÷íng hñp kh¡c th¼ ghi sè 1.
Sau mët sè thao t¡c nh÷ vªy th¼ tr¶n b£ng ch¿ cán 1 sè. N¸u sè cán l¤i l  sè 1 th¼ ng÷íi �i �¦u
th­ng, n¸u kh¡c th¼ ng÷íi thù 2 th­ng. Häi ai câ chi¸n l÷ñc th­ng?

2.32. Hai ng÷íi chìi, ng÷íi ta câ thº ghi l¶n b£ng c¡c sè nguy¶n d÷ìng khæng lîn hìn mët sè
n cho tr÷îc. Ng÷íi thua l  ng÷íi ghi l¶n b£ng mët sè m  l  ÷îc sè cõa mët sè n o �â �¢ �÷ñc
ghi l¶n b£ng tr÷îc �â. H¢y ch¿ ra r¬ng ng÷íi �i �¦u luæn câ chi¸n l÷ñc th­ng trªn. Chi¸n thuªt
�â l  th¸ n o n¸u n = 10?

2.33. Hai ng÷íi chìi, ng÷íi ta ghi c¡c ÷îc sè cõa mët sè n cho tr÷îc l¶n b£ng. Ng÷íi thua l 
ng÷íi vi¸t mët sè l  ÷îc sè cõa sè n o �â �¢ ghi tr÷îc �â. H¢y ch¿ ra r¬ng ng÷íi �i tr÷îc luæn
th­ng trªn. Ch¿ ra chi¸n thuªt cö thº n¸u n = 72.

2.34. Ng÷íi ta ghi hai sè 25 v  36 l¶n b£ng. Hai ng÷íi thay phi¶n nhau ghi ti¸p l¶n b£ng sè
mîi l  sè b¬ng hi»u cõa hai sè n o �â ð tr¶n b£ng m  ch÷a �÷ñc ghi. Ng÷íi thua l  ng÷íi khæng
�i �÷ñc ti¸p. Ai câ chi¸n thuªt th­ng trªn?

2.35. Tr¶n b£ng �÷ñc ghi . . . .x3 + . . . .x2 + . . . .x + . . . . = 0. Hai ng÷íi thay phi¶n nhau ghi
v o ché trèng c¡c h» sè thüc. Möc �½ch cõa ng÷íi thù hai l  luæn nhªn �÷ñc mët �a thùc câ
nghi»m nguy¶n. Häi ng÷íi n y câ luæn �¤t �÷ñc möc �½ch hay khæng?

2.36. Tr¶n b£ng �÷ñc ghi . . . .x3+ . . . .x2+ . . . .x+ . . . . = 0. Hai ng÷íi thay phi¶n nhau ghi v o
ché trèng c¡c h» sè thüc. Möc �½ch cõa ng÷íi thù nh§t l  luæn nhªn �÷ñc mët �a thùc câ ba
nghi»m nguy¶n. Häi ng÷íi n y câ luæn �¤t �÷ñc möc �½ch hay khæng?

2.37. Tr¶n b£ng �÷ñc ghi x3 + . . . .x2 + . . . .x + . . . . = 0. Hai ng÷íi thay phi¶n nhau ghi v o
ché trèng c¡c h» sè thüc. Möc �½ch cõa ng÷íi thù nh§t l  luæn nhªn �÷ñc mët �a thùc câ ch¿
mët nghi»m thüc. Häi ng÷íi n y câ luæn �¤t �÷ñc möc �½ch hay khæng?

2.38. (Kµo bà nhi¹m �ëc) Câ b£ng socola (n × k) æ. Trong �â æ tr¶n còng b¶n tr¡i bà nhi¹m
�ëc. Hai ng÷íi chìi. Méi l¦n �¸n l÷ñt �i, ng÷íi �i chån mët æ v  tø æ �â ph£i b´ tø æ �â sang
ph£i v  xuèng d÷îi thanh cõa m¼nh. Ng÷íi thua l  ng÷íi ph£i l§y æ bà nhi¹m �ëc. H¢y gi£i b i
to¡n trong c¡c tr÷íng hñp sau
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a) n× n b) 2× n

2.39. CMR trong b i to¡n Socola nhi¹m �ëc ng÷íi thù nh§t luæn câ chi¸n thuªt th­ng n¸u
socola câ nhi·u hìn 1 æ vuæng.

2.40. Trá chìi cí vua b÷îc k²p l  trá chìi công gièng nh÷ thæng döng nh÷ng méi l¦n �i ng÷íi
ta b÷îc hai b÷îc li·n nhau. Chùng minh r¬ng ng÷íi �i �¦u câ chi¸n l÷ñc khæng thua.

2.41. Trong trá chìi cí caro h¢y ch¿ ra r¬ng ng÷íi �i �¦u luæn câ chi¸n l÷ñc khæng thua (b n
cí húu h¤n æ).

2.42. Trong b n cí 5 × 5 câ hai ng÷íi chìi. Ng÷íi thù nh§t luæn �¡nh cho m¼nh mët d§u (1
æ), ng÷íi thù hai luæn �¡nh cho m¼nh 2 d§u v o c¡c æ cán trèng. Ng÷íi th­ng trªn l  ng÷íi câ
5 k½ hi»u cõa m¼nh tr÷îc theo h ng dåc ho°c h ng ngang. Ng÷íi thù hai câ kh£ n«ng th­ng
trªn. T¤i sao?

2.43. Hai ng÷íi chìi tr¶n b n cí 10× 10. Hå thay nhau ghi c¡c k½ tü (X) ho°c (O) tòy chån
lóc �â v o æ theo þ th½ch cõa m¼nh. Ng÷íi th­ng trªn l  ng÷íi l¦n �¦u t¤o �÷ñc ba k½ hi»u
�ùng gièng nhau �ùng c¤nh nhau theo h ng. Häi ai câ chi¸n l÷ñc th­ng trªn?

2.44. Ð trung t¥m b n cí 11× 11 câ mët qu¥n cí. Hai ng÷íi chìi. Hå thay nhau �©y qu¥n cí
�¸n æ kh¡c ch÷a qua bao gií v  kho£ng �©y luæn lîn hìn so vîi kho£ng c¡ch tr÷îc �â (kho£ng
c¡ch giúa hai và tr½ l  �ë d i ng­n nh§t cõa �÷íng �i theo chi·u ngang v  chi·u dåc hñp l¤i).
Ng÷íi thua l  ng÷íi khæng �i ti¸p �÷ñc. Ai câ chi¸n l÷ñc th­ng cuëc?

2.45. Tr¶n b n cí n×n ð gâc tr¡i b¶n d÷îi câ mët qu¥n cí. Hai ng÷íi chìi, hå thay nhau cho
qu¥n cí �i. Khi �i ch¿ �÷ñc b÷îc v o æ câ c¤nh chung v  ch÷a �i qua bao gií. Ng÷íi thua l 
ng÷íi khæng �i �÷ñc ti¸p. CMR n¸u n ch®n th¼ ng÷íi �i tr÷îc câ chi¸n l÷ñc th¯ng, n¸u n l´ th¼
ng÷íi thù 2 th­ng. T¼nh h¼nh s³ th¸ n o n¸u qu¥n cí xu§t ph¡t tø và tr½ c¤nh và tr½ ð gâc b n
cí?

2.46. Hai ng÷íi chìi. Mët ng÷íi �°t qu¥n m¢ v o mët và tr½ n o �â tü chån. Sau �â hå thay
nhau b÷îc theo luªt �i khi chìi cí, nh÷ng khæng �÷ñc �i v o và tr½ tr÷îc �â �¢ qua. Ng÷íi
thua l  ng÷íi khæng �i �÷ñc ti¸p. Ai câ chi¸n l÷ñc th­ng cuëc n¸u:

a) B n cí k½ch th÷îc 8× 8

b) B n cí k½ch th÷îc m× n(m ≥ n ≥ 3?

2.47. Hai ng÷íi thay nhau ghi c¡c chú sè cõa mët sè câ 2n chú sè. C¡c chú sè ch¿ �÷ñc ph²p
l  6, 7, 8 ho°c 9. Ng÷íi �i �¦u th­ng cuëc n¸u sè nhªn �÷ñc khæng chia h¸t cho 9, ng÷ñc l¤i th¼
ng÷íi thù 2 th­ng. Häi ai câ chi¸n l÷ñc luæn th­ng cuëc?

2.48. Hai ng÷íi thay nhau ghi c¡c chú sè cõa mët sè câ 2n chú sè. C¡c chú sè ch¿ �÷ñc ph²p
l  1, 2, 3, 4 ho°c 5. Ng÷íi thù 2 th­ng cuëc n¸u sè nhªn �÷ñc chia h¸t cho 9, ng÷ñc l¤i th¼
ng÷íi thù 1 th­ng. Häi ai câ chi¸n l÷ñc luæn th­ng cuëc?

2.49. Hai ng÷íi chìi mët trá chìi nh÷ sau: Ng÷íi ta ghi c¡c sè tø 1 �¸n 100 li¶n ti¸p c¤nh
nhau. Sau �â ð 99 và tr½ giúa c¡c sè ng÷íi ta thay nhau ghi c¡c ph²p t½nh cëng (+) trø (−)
nh¥n (×) theo þ th½ch. Cuèi còng hå t½nh gi¡ trà cõa biºu thùc nhªn �÷ñc. N¸u gi¡ trà l  sè
ch®n th¼ ng÷íi �i �¦u th­ng, n¸u l´ ng÷íi thù 2 th­ng. Ai câ chi¸n l÷ñc th­ng cuëc? Ai câ chi¸n
l÷ñc th­ng trªn n¸u thay �êi �i·u ki»n: ng÷íi thù nh§t th­ng n¸u l  sè l´?
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2.50. Tr¶n m°t b n ng÷íi ta x¸p th nh h ng 7 h¼nh trán. Méi h¼nh trán câ mët m°t �en v 
m°t kia m u tr­ng. C¡c h¼nh tr¶n b n trong c¡c m°t �÷ñc l¡t l¶n tr¶n mët sè m°t m u �en
cán c¡c m°t kia m u tr«ng. Hai ng÷íi chìi. Méi ng÷íi khi �¸n l÷ñt �÷ñc chån cho m¼nh mët
h¼nh trán câ m°t tr­ng �÷ñc lªt l¶n tr¶n, h¼nh �â v  c¡c h¼nh n¬m v· b¶n ph£i nâ �÷ñc lªt �º
m°t ph½a sau �÷ñc l¶n tr¶n. Chìi ti¸p töc cho �¸n khi câ nguíi khæng b÷îc ti¸p �÷ñc th¼ ng÷íi
�â thua. Häi ai câ chi¸n l÷ñc th­ng?

2.51. Tr¶n c¦u thang 2n+ 1 bªc. N bªc b¶n d÷îi méi bªc câ mët vi¶n �¡.
Hai ng÷íi chìi A v  B. A �÷ñc ph²p chuyºn b§t k¼ vi¶n �¡ n o l¶n bªc ph½a tr¶n �¦u ti¶n ch÷a
câ �¡. B �÷ñc x¸p b§t k¼ vi¶n �¡ n o lòi xuèng mët bªc n¸u bªc �â ch÷a cán trèng. Häi B câ
thº c£n khæng cho A �¤t �÷ñc và tr½ cao nh§t cõa c¦u thang hay khæng n¸u A b­t �¦u?

2.52. Tr¶n b n câ 9 t§m b¼a méi t§m �÷ñc ghi mët sè tø c¡c sè 1, 2, 3, . . . , 9. Hai ng÷íi chìi.
Méi ng÷íi l¦n l÷ñt cho m¼nh mët t§m b¼a. Ng÷íi th­ng l  ng÷íi têng c¡c sè tr¶n t§m b¼a cõa
m¼nh câ gi¡ trà 15 tr÷îc. Ai câ chi¸n l÷ñc th­ng?

2.53. Tø c¡c sè 1, 2, . . . , 101 hai ng÷íi chìi, hå thay nhau l§y �i méi l¦n 9 sè. Sau 11 l¦n �i
cán l¤i hai sè. Ng÷íi �i �¦u th­ng n¸u hi»u hai sè l  55. Häi ng÷íi thù nh§t câ thº luæn th­ng
trªn hay khæng?

2.54. Tø c¡c sè 1, 2, . . . , 27 hai ng÷íi chìi, hå thay nhau l§y �i méi l¦n 1 sè, cho �¸n khi cán
l¤i hai sè. Ng÷íi �i �¦u th­ng n¸u têng hai sè chia h¸t cho 5. Ai câ chi¸n l÷ñc luæn th­ng cuëc?

2.55. Tø c¡c sè 1, 2, . . . , 1024 hai ng÷íi chìi, hå thay nhau �i. L¦n �¦u ti¶n l§y 512 sè, l¦n thù
2 l§y 256 sè, l¦n thù 3 l§y 128 sè,. . . sau l¦n thù 8 th¼ cán l¤i hai sè. Ng÷íi �i �¦u th­ng cuëc
n¸u gi¡ trà tuy»t �èi cõa hi»u hai sè ½t nh§t b¬ng m. Häi vîi gi¡ trà nh÷ th¸ n o th¼ câ lñi cho
ng÷íi �i �¦u ti¶n?
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3 Gñi þ gi£i ph¦n trá chìi to¡n håc

B i 1.1. Ng÷íi �i �¦u th­ng.
N¸u n l´ chån c¥y ð giúa, n¸u n ch®n l§y 2 c¥y ð giúa. Sau �â dòng chi¸n thuªt �èi xùng.

B i 1.2. Ng÷íi 2 th­ng.
Sau khi ng÷íi 1 �i b§t k¼, quay l¤i b i to¡n x¸p th nh h ng n¶u tr¶n.

B i 1.3. Ng÷íi �i thù 2 th­ng.
Lån chån �¿nh �æi xùng t¥m, �°t còng m u.

B i 1.4. Ng÷íi �i �¦u.
L¦n �¦u l§y 10 vi¶n säi tø tói câ 70 vi¶n, t¤o th¸ �èi xùng.

B i 1.5. Ng÷íi �i �¦u th­ng. (Têng nim b¬ng 0). B­t �¦u t¤o th¸ (1, 64, 65) sau �â theo c¡c
th¸ (1, 2m, 2m+ 1) ho°c (0,m,m).

B i 1.6. a) Ng÷íi �i �¦u th­ng. L§y vi¶n säi trung t¥m.

b) Ng÷íi thù 2 th­ng.
Sau �â dòng �èi xùng.

B i 1.7. Ng÷íi �i thù 2 th­ng. Luæn �©y qu¥n xe v o và tr½ �÷íng ch²o ch½nh.

B i 1.8. Ng÷íi �i tr÷îc n¸u chú sè h ng �ìn và kh¡c 0. Chi¸n thuªt: Luæn �º l¤i c¡c chú sè
cuèi còng l  0.

B i 1.9. Trá chìi Nim. �º l¤i sè que di¶m l  bëi cõa 4.

B i 1.10. Nim. �º l¤i tr¶n b n bëi cõa 5 sè que di¶m.

B i 1.11. Nim. �º l¤i bëi cõa 7 que di¶m.

B i 1.12. Nim. �º l¤i 7n+ 2 que di¶m.

B i 1.13. Ng÷íi 1 luæn th­ng. N¸u d = (a, b) th¼ d | 101. Nh÷ng 101 nguy¶n tè ⇒ d = 1.

B i 1.14. X²t t½nh ch®n l´ cõa sè säi. C¦n chia 1990 l¦n. Ng÷íi 2 luæn th­ng.

B i 1.15. Chån h» sè cuèi còng sao cho têng c¡c h» sè a + b + c + d = 0. Khi �â câ nghi»m
nguy¶n x = 1.

B i 1.16. �¤t �÷ñc: x3 + kx2 − x− k = (x− 1)(x+ 1)(x+ k).

B i 1.17. �¤t �÷ñc: x3 + ax2 + x+ a = (x2 + 1)(x+ a).
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B i 1.18. Chån ba sè kh¡c nhau v  kh¡c 0, sao cho a+ b+ c = 0, nh÷ th¸ mët nghi»m l  1 v 
nghi»m kia l 

c

a
6= 1.

B i 1.19. Ng÷íi 1 câ thº �¤t möc �½ch. Chi¸n thuªt: luæn t¤o th¸ h» sè cõa y v  z gièng nhau.
Khi �â nghi»m s³ l  (0, 1,−1).

B i 1.20. Ng÷íi 2 th­ng. Luæn chån sè b¶n tr¡i sè cõa ng÷íi thù 1 chån, n¸u h¸t ché chån
b¶n ph£i. N¸u khæng cán ché th¼ chån tü do.

B i 1.21. N¸u n ch®n ng÷íi thù 2 th­ng. N¸u n l´ ng÷íi thù nh§t th­ng. (Têng c¡c chú sè
chia h¸t cho 9).

B i 2.1. N¸u n ch®n ng÷íi �i �¦u th­ng, n l´ ng÷íi thù hai th­ng. Sû döng �èi xùng t¥m.

B i 2.3. Chi¸n l÷ñc �èi xùng. Ng÷íi th­ng n¸u luæn �º l¤i sè säi ch®n ð c£ hai �èng.

B i 2.4. Chi¸n l÷ñc �èi xùng. Ng÷íi 2 luæn th­ng.

B i 2.5. Ng÷íi �i �¦u ti¶n th­ng. B÷îc �¦u chi¸m và tr½ trung t¥m. Rçi sau �â luæn chi¸m và
tr½ �èi xùng t¥m vîi và tr½ cõa ng÷íi hai �i.

B i 2.6. �èi xùng t¥m. Ng÷íi 2 th­ng.

B i 2.7. N¸u t¥m �èi xùng cõa khèi hëp n¬m trong mët khèi lªp ph÷ìng con th¼ ng÷íi �i �¦u
th­ng (b÷îc �¦u chi¸m khèi n y). Chi¸n thuªt �èi xùng t¥m cho c£ hai ng÷íi.

B i 2.8. Ng÷íi �i �¦u th­ng. �¦u ti¶n chi¸m và tr½ trung t¥m. Dòng chi¸n l÷ñc �èi xùng t¥m.

B i 2.9. Ng÷íi �i �¦u th­ng. Luæn t¤o sè kµo 8− 8, 6− 6 . . . �º l¤i c¡c c°p ch®n b¬ng nhau.

B i 2.11. Dòng chi¸n l÷ñc �èi xùng t¥m b n cí.

B i 2.19. N¸u n l´, ng÷íi �i �¦u th­ng v¼ ch¿ c¦n luæn luæn l§y hai que di¶m th¼ s³ cán l¤i
luæn luæn l  sè l´. N¸u n ch®n th¼ ng÷íi thù hai luæn th­ng theo tr¶n.

B i 2.20. TH1: Sè bi chia 4 d÷ 3. Ng÷íi �i tr÷îc câ chi¸n l÷ñc th­ng.
TH2: Sè bi chia 4 d÷ 1, tùc l  g = 4k+1. L¦n �¦u NT1 l§y 2k− 2 vi¶n bi, n¸u trong sè 2k+3
vi¶n bi cán l¤i, NT2 l§y lîn hìn 3 vi¶n bi v  khæng qu¡ 2k vi¶n, khi �â n¸u sè bi cán l¤i l 
ch®n th¼ NT1 l§y t§t, cán sè bi cán l¤i l  l´ th¼ l§y ch¿ bît l¤i mët vi¶n.
N¸u NT2 ch¿ l§y 1 vi¶n bi th¼ NT1 công ch¿ l§y ti¸p 1 vi¶n v  quay l¤i t¼nh tr¤ng thù nh§t.
Nh÷ vªy n¸u g ≥ 3 v  g 6= 5 th¼ ng÷íi �i �¦u luæn th­ng. N¸u g = 1 ho°c 5 th¼ NT1 thua.

B i 2.23. a) NT2. b) NT1.

�½ch: Trong �èng nhi·u nh§t luæn luæn câ 2k − 1 vi¶n säi.

B i 2.27. N¸u m × n ch®n th¼ NT1 th­ng. N¸u m × n l´ th¼ NT2 th­ng. (C¦n câ h¼nh v³ v 
gi£i th½ch th¶m)
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B i 2.30. H¢y lªp �ç thà c¥y cõa trá chìi n y, méi mët c nh l  mët t¼nh tr¤ng cõa trá chìi
v  c¡c c¤nh cõa graph ch¿ ra r¬ng tø t¼nh tr¤ng n y �¸n t¼nh tr¤ng kia câ thº �i ra sao. Chùng
minh b¬ng quy n¤p theo �ë cao cõa c¥y.

B i 2.32. Theo b i tr¶n, ch­c ch­n câ ng÷íi n o �â câ chi¸n thuªt th­ng trªn. Ta s³ ch¿ ra
r¬ng ng÷íi thù hai khæng thº chi¸n th­ng. Thªt vªy, ng÷íi thù nh§t câ thº dòng chi¸n thuªt
thay �êi và tr½ chìi b¬ng b÷îc �i �¦u ti¶n l  sè 1. Vîi c¡ch �i n y vai trá �i �¦u �÷ñc thay �êi.
N¸u n = 10 th¼ b÷îc �i �¦u ti¶n l  6, rçi sau �â �i theo c¡c c°p (4, 5), (7, 9), (8, 10).

B i 2.33. Công sû döng chi¸n thuªt �êi ché.
�¦u ti¶n chån sè 6 sau �â . . . . . . . . .

B i 2.38.

B i 2.45. Phõ b n cí b¬ng domino 2× 1.

B i 2.46. K¸t �æi. N¸u m · n l´ th¼ ng÷íi �i �¦u th­ng, tr¡i l¤i th¼ ng÷íi thù 2.
Hai æ �÷ñc k¸t �æi n¸u chung l  b÷îc �i cõa con m¢. . . .

B i 2.47. a) n = 3k. ng÷íi 2 th­ng chån theo bë (6, 9), (7, 8).

b) n = 3k+1 ng÷íi 1 th­ng. B÷îc �¦u �i sè kh¡c 9. C¡c b÷îc sau quay v· chi¸n thuªt ph¦n
tr¶n.

c) n = 3k + 2. Ng÷íi th­ng: B÷îc �i �¦u ti¶n l  9. Sau �â l  thuªt to¡n ph¦n tr¶n.
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4 H m Sprague − Grundy trong trá chìi to¡n håc.

4.1 H m Sprague − Grundy

B÷îc �i: Sü di chuyºn tø và tr½ n y sang và tr½ kh¡c tu¥n thõ luªt chìi gåi l  b÷îc �i (thao
t¡c).
Th¸ thua, th¸ th­ng: l  nhúng và tr½ m  xu§t ph¡t tø �â ng÷íi �i ch­c ch­n s³ thua (th­ng).
B÷îc ti¸p theo (trüc ti¸p): L  b÷îc �i trüc ti¸p tø và tr½ X �¸n và tr½ Y l¥n cªn (l¡ng gi·ng)
cõa nâ phò hñp luªt chìi.
Trá chìi húu h¤n: l  trá chìi ch¿ sau mët sè b÷îc �i húu h¤n th¼ k¸t thóc.

�ành lþ 1. Trong trá chìi húu h¤n khæng tçn t¤i chu tr¼nh.

Trá chìi thæng döng (b¼nh th÷íng). L  trá chìi m  ng÷íi th­ng cuëc l  ng÷íi thüc hi»n
�÷ñc b÷îc �i cuèi còng.
Và tr½ �ùng − Th¸ �ùng l  và tr½ m  ng÷íi chìi chu©n bà �i ti¸p töc ho°c k¸t thóc cuëc chìi.
Chi¸n l÷ñc th­ng: L  c¡ch chìi m  n¸u khi ¡p döng nâ �èi ph÷ìng ho n to n khæng câ kh£
n«ng th­ng (ch¿ cán thua).
�ành ngh¾a sè nhä nh§t cán sât. Câ mët bë sè nguy¶n khæng ¥m x1, x2, . . . , xn. Sè nhä
nh§t cán sât cõa bë sè n y l  sè nhä nh§t khæng xu§t hi»n trong c¡c sè xi (i = 1, . . . , n). K½
hi»u gi¡ trà n y l  mex(x1, x2, . . . , xn) (minimal excluded).

�ành ngh¾a sè Grundy cõa và tr½ �ang �ùng. Trong mët trá chìi húu h¤n sè Grundy cõa
mët và tr½ �ùng X ho°c b¬ng 0 n¸u khæng câ b÷îc ti¸p theo, ho°c t§t c£ c¡c sè cõa c¡c b÷îc
ti¸p theo cõa nâ �·u �¢ �÷ñc ghi sè, khi �â sè cõa và tr½ �â l  sè nhä nh§t cán sât.

V½ dö: Bë sè nguy¶n khæng ¥m x1, x2, . . . , xn l  c¡c gi¡ trà cõa c¡c b÷îc ti¸p theo cõa và tr½ X,
khi �â sè Grundy cõa X s³ l  sè cán sât nhä nh§t cõa bë sè n y v  k½ hi»u gi¡ trà n y l  G(X).

�ành lþ 2. Trong trá chìi húu h¤n måi và tr½ �·u câ duy nh§t sè Grundy cõa m¼nh.

Chùng minh. Ph£n chùng. Gi£ sû theo quy t­c cõa trá chìi, khæng cán và tr½ n o câ thº g¡n
sè, nh÷ng v¨n cán và tr½ X1 khæng câ sè. �i·u n y ch¿ câ thº n¸u mët và tr½ ti¸p theo X2 n o �â
cõa X1 công khæng thº ghi �÷ñc sè, v¼ n¸u khæng, khi �â X1 khæng câ sè ti¸p theo cõa m¼nh,
do �â nâ �÷ñc ghi sè 0, v¼ n¸u tr÷íng hñp kh¡c th¼ ta �¢ g¡n cho nâ sè nhä nh§t cán sât. Ti¸p
töc nh÷ vªy X2 câ và tr½ X3 ti¸p theo m  công ch÷a �÷ñc g­n sè, cù nh÷ vªy vîi sè và tr½ X4

ti¸p theo, v. . . v. . . . B¬ng c¡ch n y ta nhªn �÷ñc d¢y væ còng c¡c và tr½ X1, X2, . . . , khæng câ
và tr½ n o �÷ñc g­n sè. �i·u n y ch¿ câ thº n¸u �ç thà câ �÷íng trán, m¥u thu¨n v¼ trá chìi
cõa ta l  húu h¤n.

�ành ngh¾a 1. Sè Grundy cõa mët trá chìi húu h¤n l  sè Grundy cõa và tr½ xu§t ph¡t cõa
trá chìi �â.

T½nh ch§t.
Sè Grundy cõa mët trá chìi húu h¤n câ 3 t½nh ch§t quan trång sau:

1) Và tr½ thua câ sè Grundy b¬ng 0.

2) N¸u mët và tr½ câ sè Grundy b¬ng 0, th¼ c¡c b÷îc ti¸p theo cõa nâ câ sè Grundy kh¡c 0,
ho°c trá chìi k¸t thóc.
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3) N¸u mët và tr½ câ sè Grundy l  n(> 0) th¼ trong c¡c sè Grundy cõa c¡c b÷îc ti¸p theo
câ t§t c£ c¡c gi¡ trà (n− 1), (n− 2), . . . , 1, 0 ( tø (n− 1)→ 0).

�ành lþ 3. Trong mët trá chìi húu h¤n ng÷íi �i �¦u câ chi¸n l÷ñc th­ng trªn khi v  ch¿ khi
sè Grundy cõa và tr½ xu§t ph¡t kh¡c 0.

4.2 Thüc h nh �i·n c¡c gi¡ trà cõa h m Grundy tr¶n trá chìi

Thuªt to¡n.
B1. Vîi th¸ �ùng khæng cán c¡c b÷îc �i ti¸p theo (ch§m dùt cuëc chìi) ta �i·n sè 0.
B2. Vîi và tr½ X ch÷a câ sè Grundy, s³ �÷ñc �i·n sè n ≥ 0 trong tr÷íng hñp sau:

1. N¸u n l  sè nhä nh§t cán sât trong c¡c sè cõa c¡c và tr½ ti¸p sau cõa X.

2. N¸u t§t c£ c¡c b÷îc ti¸p theo ch÷a ghi sè cõa X �¢ câ và tr½ ti¸p theo câ sè Grundy n.

a) Trá chìi: Bèc säi.
Tr¶n b n câ mët bèc säi. Méi ng÷íi khi �¸n l÷ñt câ thº bèc sè l÷ñng säi tòy th½ch nh÷ng ½t nh§t
1 vi¶n (câ thº bèc t§t c£). Ai l  ng÷íi th­ng cuëc?

b) Trá chìi: Nguy¶n tè còng nhau.
Tr¶n b n �ang câ n vi¶n säi. Méi l¦n câ thº l§y k (tòy th½ch) vi¶n säi, n¸u k v  n nguy¶n tè
còng nhau. (Chþ þ: sè säi l§y cõa c¡c l¦n sau ph£i nguy¶n tè còng nhau vîi n).

Líi gi£i:

Kþ hi»u Rn l  gi¡ trà Grundy cõa trá chìi xu§t ph¡t tø n ph¦n tû. Khi �â hai và tr½ �¦u ti¶n
câ gi¡ trà l  R0 = 0 v  R1 = 1.
Vîi n = 2 th¼ R2 = 0
Vîi n = 3 th¼ R3 = 0
Vîi n = 5 th¼ câ thº l§y b§t k¼ sè n o trong c¡c sè 1, 2, 3 v  4 do �âR5 = s.snn(R1, R2, R3, R4) =
3.
B¤n �åc h¢y tü kiºm nghi»m kh¯ng �ành ng÷íi �i �¦u ch¿ câ chi¸n thuªt th­ng khi sè säi khi
xu§t ph¡t �¦u ti¶n l  sè ch®n.
B£ng sau li»t k¶ gi¡ trà cõa Rn vîi n tø 1→ 20).

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Rn 0 1 0 2 0 3 0 4 0 2 0 5 0 6 0 2 0 7 0 8 0
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c) Trá chìi: Bachet.
Tr¶n b n câ n vi¶n säi, t l  mët sè nguy¶n d÷ìng cho tr÷îc. Méi l¦n �i câ thº l§y ½t nh§t 1
vi¶n v  nhi·u nh§t khæng qu¡ t vi¶n säi. Ai l§y cuèi còng l  ng÷íi th­ng trªn.

Gñi þ.
Luæn luæn �º l¤i tr¶n b n sè säi l  bëi cõa (t+ 1). Ai �¤t �÷ñc t¼nh tr¤ng n y ng÷íi �â th­ng.

V½ dö vîi 4 vi¶n säi: t = 2. Méi mët và tr½ ta k½ hi»u sè säi (sè Grundig) cõa và tr½ �â.

d) Trá chìi: Cí vua
Tr¶n b n cí l÷îi æ vuæng. Qu¥n vua câ thº �i chuyºn sang b¶n tr¡i, l¶n tr¶n hay theo �÷íng
ch²o, méi l¦n 1 �ìn và (ngang, th¯ng hay ch²o) tø gâc ph£i b¶n d÷îi l¶n gâc tr¡i tr¶n còng.
Ng÷íi th­ng cuëc l  ng÷íi �i b÷îc cuèi còng.

Gñi þ.

e) Trá chìi: Qu¥n Hªu
B n cí l÷îi æ vuæng. Qu¥n Hªu câ thº �i theo h÷îng sang ngang, l¶n tr¶n ho°c theo �÷íng ch²o
song song vîi �÷íng ch²o v³ tø �¿nh ph½a tr¶n v  b¶n tr¡i, vîi mët �ë d i b÷îc �i tòy th½ch.

Gñi þ.
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f) Trá chìi: Qu¥n m¢
Qu¥n m¢ câ thº b÷îc theo 4 c¡ch nh÷ trong h¼nh v³. Di chuyºn tø ph½a d÷ði b¶n ph£i l¶n ph½a
tr¶n b¶n tr¡i. Ai l  ng÷íi th­ng trªn?

Gñi þ:

g) Trá chìi: Òn t­c giao thæng
H¼nh v³ l  sì �ç giao thæng mët �§t n÷îc. C¡c th nh phè �÷ñc nèi vîi nhau b¬ng c¡c �÷íng
giao thæng 1 chi·u. Ng÷íi ta thay nhau l¡i xe méi ng÷íi mët �o¤n nèi hai th nh phè v½ dö tø
X �¸n Y ch¯ng h¤n (hå ch¿ �êi tay l¡i cho nhau t¤i c¡c th nh phè). Ng÷íi n o �÷a æ tæ �¸n
�½ch tr÷îc l  ng÷íi th­ng trªn.

Ghi chó: �¥y l  b i to¡n khæng húu h¤n, nh÷ng ng÷íi thù 2 câ chi¸n l÷ñc th­ng trªn.

Gñi þ:
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4.3 Trá chìi têng − C§u tróc �¤i sè

�ành ngh¾a: Trá chìi têng cõa n trá chìi kh¡c l  mët trá chìi hai ng÷íi v  còng mët lóc hå
ph£i chìi tr¶n n trá chìi. Méi b÷îc �i ng÷íi �¸n l÷ñt ch¿ �÷ñc b÷îc tr¶n mët trá chìi, nh÷ng
tr¶n trá n o th¼ ho n to n do ng÷íi �â quy¸t �ành. Sau khi khæng cán câ thº �i ti¸p b§t k¼ ð
�¥u th¼ ng÷íi �i cuèi còng l  ng÷íi th­ng trªn.
�¥y l  trá chìi m  còng mët lóc ph£i quan t¥m �¸n nhi·u trá chìi gëp l¤i (nh÷ng khæng trën
v o nhau). Ng÷íi th­ng v¨n l  ng÷íi �i b÷îc �i cuèi còng.
�º d¹ h¼nh dung trá chìi têng, ta l§y v½ dö câ hai trá chìi J1 v  J2. Kþ hi»u J1⊕ J2 l  trá chìi
têng cõa hai trá chìi n y, tùc l  hai ng÷íi �çng thíi ph£i chìi hai trá chìi mët lóc − méi b÷îc
�i cho trong mët trá chìi. Ng÷íi n o �i b÷îc cuèi còng (k¸t thóc t§t c£ c¡c trá chìi) th¼ ng÷íi
�â th­ng. T÷ìng tü nh÷ vªy ta câ thº tê chùc c¡c têng J1 ⊕ J2 ⊕ J3 cõa ba trá chìi J1, J2 v 
J3.
Trong h» �¸m cì sè 2 chóng ta cán bi¸t �¸n têng nim cõa hai sè �÷ñc �ành ngh¾a nh÷ mët ph²p
cëng khæng nhî (têng trüc ti¸p cõa c¡c nhâm Abel):

Trong trá chìi têng, mët sè h¤ng cõa têng câ khi l  mët trá chìi �ìn, nh÷ng b£n th¥n nâ công
câ thº l  mët têng n o �â cõa mët sè trá chìi kh¡c.
�¦u ti¶n ta x²t têng J ⊕ J cõa hai phi¶n b£n cõa còng mët trá chìi J . Trong tr÷ìng hñp n y
Ng÷íi thù nh§t khæng thº th­ng n¸u ng÷íi thù 2 luæn �i t÷ìng tü vîi b÷îc �i cõa ng÷íi thù
nh§t nh÷ng ð trá chìi kia.
Tr÷íng hñp J ⊕ J ⊕ J t¼nh h¼nh phùc t¤p hìn mët chót. N¸u trong trá chìi J , ng÷íi thù 2 câ
chi¸n thuªt th­ng, th¼ trong J ⊕ J ⊕ J công th­ng. N¸u trong J ng÷íi �i �¦u câ chi¸n thuªt
th­ng th¼ trong têng J ⊕ J ⊕ J công th­ng.

�ành lþ 4. N¸u trá chìi húu h¤n J câ sè Grundy b¬ng 0 th¼ c¡c trá chìi J ⊕J, J ⊕J ⊕J, J ⊕
J ⊕ J ⊕ J , . . . câ sè Grundy b¬ng 0. N¸u trá chìi húu h¤n J câ sè Grundy l  sè d÷ìng th¼ c¡c
trá chìi J ⊕ J ⊕ J , J ⊕ J ⊕ J ⊕ J ⊕ J , . . . (câ l´ th nh ph¦n) th¼ câ sè Grundy l  sè d÷ìng v 
c¡c trá chìi J ⊕ J, J ⊕ J ⊕ J ⊕ J, J ⊕ J ⊕ J ⊕ J ⊕ J ⊕ J , . . . ( câ ch®n th nh ph¦n) th¼ câ sè
Grundy b¬ng 0.

�ành lþ 5. Gåi Ji sè Grundy cõa trá chìi Ji. Khi �â sè Grundy cõa trá chìi J1 ⊕ J2 l  têng
nimj1 ⊕ j2 cõa J1 v  J2.

�ành lþ 6. Sè Grundy cõa trá chìi têng cõa c¡c trá chìi �ìn gi£n tròng vîi têng −nim cõa
c¡c sè Grundy.

�ành lþ 7. Trong mët trá chìi to¡n håc ng÷íi �¦u ti¶n câ chi¸n l÷ñc th­ng khi v  ch¿ kh½ trong
c¡c b÷îc ti¸p theo cõa ng÷íi �â câ mët b÷îc n o �â câ sè Grundy b¬ng 0.
Ng÷íi thù hai câ chi¸n l÷ñc th­ng khi v  ch¿ khi sè Grundy cõa ng÷íi �¦u ti¶n câ gi¡ trà 0.
Trong måi tr÷íng hñp kh¡c c£ hai tuyºn thõ luæn câ thõ thuªt khæng thua, tùc l  trá chìi s³
khæng k¸t thóc n¸u c£ hai còng bi¸t chìi thæng minh.

4.4 Trá chìi NIM v  hå h ng

a) Trá chìi NIM. Câ mët v i bèc säi, méi b÷îc �i tø mët bèc säi ng÷íi ta câ thº l§y ½t nh§t
1 v i vi¶n ho°c c£ bèc. Ng÷íi th­ng cuëc l  ng÷íi l§y vi¶n säi cuèi còng.
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Hiºn nhi¶n sè Grundy cõa trá chìi l  têng Nim cõa c¡c trá chìi bèc tø mët n­m säi. Ng÷íi
muèn th­ng th¼ sau méi b÷îc �i c¦n �º l¤i têng nim b¬ng 0.

b) Trá chìi D. G. Northcott (Qu¥n tèt). Tr¶n b n cí 8×8, ng÷íi ta chìi b¬ng 8 qu¥n tèt
�en v  8 qu¥n tèt tr­ng. b­t �¦u nh÷ tr¶n h¼nh v³, méi h ng câ �óng tr­ng v  �en méi lo¤i 1
qu¥n. Ng÷íi b­t �¦u sû döng qu¥n tr­ng dàch chuyºn trong còng mët h ng sang tr¡i hay sang
ph£i sè æ tòy þ nh÷ng khæng �÷ñc nh£y qua �¦u ho°c còng �ùng còng æ vîi �èi ph÷ìng. Ng÷íi
thua l  ng÷íi khæng �i ti¸p �÷ñc núa, tùc l  to n bë sè qu¥n cõa m¼nh bà bao v¥y ch°t cùng.

M°c dò trá chìi khæng l  húu h¤n, nh÷ng thüc ch§t l¤i ch½nh l  mët NIM �©n�.
Trong trá chìi n y c¡c sè säi trong méi bèc säi ch½nh l  sè æ kho£ng c¡ch giúa 2 qu¥n tr¬ng v 
�en tr¶n h ng �â.

c) Trá chìi Bong bâng. Èng �üng n÷îc ngo¬n ngh±o �÷ñc chia ra th nh c¡c æ. Ng÷íi ta
�°t v o mët sè æ c¡c qu£ bong bâng, khæng câ qu£ bong bâng n o ð còng trong mët æ, v  c¡c
bong bâng khæng v÷ñt �÷ñc nhau. Méi l¦n ng÷íi ta câ thº cho mët bong bâng nêi l¶n mët v i
æ tòy th½ch. Trá chìi k¸t thóc khi c¡c bong bâng �÷ñc x¸p �uæi nhau nêi tr¶n �¿nh èng. Ng÷íi
thua trªn l  ng÷íi khæng �©y �÷ñc bong bâng ti¸p töc l¶n.

Trong trá chìi n y chóng ta công �·u t¼m �÷ñc NIM.
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d) Ti·u Phu �èn cõi. Trong mët c¡nh røng l÷îi æ vuæng, c¥y måc ð m­t l÷îi, ché câ c¥y, ché
th¼ khæng câ (h¼nh v³). C¡c ti·u phu (ng÷íi chìi) thay nhau �èn c¥y (g¤ch ch²o): ng÷íi �¸n
l÷ñt �÷ñc chån 1 hay v i c¥y còng h ng v  �ùng li¶n ti¸p nhau �º ch°t. Ng÷íi thua l  ng÷íi
khæng cán c¥y �º ch°t.

V· h¼nh thùc �¥y l  mët Nim cho 8 bèc säi. (Công câ thº nh¥n t¤o th¶m sè bèc säi b¬ng c¡ch
ch°t c¥y ð giúa cöm, nh÷ng l  thüc ch§t khæng g¥y bi¸n �êi têng NIM (!!!) v  v¼ th¸ khæng
£nh h÷ðng �¸n k¸t qu£ cuèi còng).

e) Trá chìi L�T XU. Câ 10 mi¸ng b¼a trán, mët m°t �÷ñc sìn xanh, m°t kia �÷ñc sìn �ä.
Dº b­t �¦u ng÷íi ta x¸p c¡c t§m b¼a trán th nh h ng, m°t tr¶n l  m u xanh ho°c �ä b§t ký.
Ng÷íi �¸n l÷ñt câ thº chån mët trong hai c¡ch l m: ho°c chån mët t§m b¼a trán tr¶n m u �ä
v  chuyºn tø �ä l¶n xanh, ho°c t¼m lªt m°t hai t§m b¼a trán, nh÷ng trong sè t§m b¶n ph£i (sè
thù tü lîn hìn) ph£i chuyºn tø �ä th nh xanh. Ng÷íi th­ng l  ng÷íi sau b÷îc �i cõa m¼nh th¼
t§t c£ c¡c t§m b¼a câ m°t b¶n tr¶n l  m u xanh.

f) Trá chìi: RIM. Ng÷íi ta l§y säi tø mët v i bèc säi. Méi l¦n l§y ng÷íi ta câ thº chån tø
mët bèc v  l§y ra mët sè vi¶n säi sao cho sè säi vøa l§y nguy¶n tè còng nhau vîi sè säi vøa
�÷ñc l§y ra l¦n tr÷îc.
Trá chìi n y t§t nhi¶n l  têng cõa trá chìi NGUY�N TÈ CÒNG NHAU chóng ta �¢ bi¸t. V¼
th¸ chi¸n l÷ñc th­ng l  chi¸n l÷ñc TÊNG NIM.

g) Trá chìi: DIM. Ng÷íi ta l§y säi tø mët v i bèc säi. Kh¡c vîi b i tr¶n ð ché sè säi �÷ñc
l§y ra l  ÷îc sè cõa sè säi ban �¦u trong bèc säi nâ �÷ñc l§y ra.
Ta nhªn th§y �¥y l  trá chìi têng. Trong tr÷íng hñp ch¿ câ mët bèc säi sè Grundig s³ l  nh÷
sau vîi n l  sè säi, Gn l  sè Grundig:

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Gn 0 1 2 1 3 1 2 1 4 1 2 1 3 1 2 1 5 1 2 1 3

Thæng th÷íng n¸u sè säi chia h¸t cho 2k, nh÷ng khæng chia h¸t cho 2k + 1, khi �â sè Grundig
cõa nâ s³ l  k + 1.

Sau �¥y l  trá chìi têng hñp cõa c¡c trá chìi tr¶n.

h) Trá chìi: RIDINIM. Câ 3 bèc säi. Méi b÷îc �i ng÷íi ta ch¿ câ thº l§y säi tø mët bèc v 
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theo c¡c nëi quy sau. Ð bèc thù nh§t sè säi �÷ñc l§y ra ph£i nguy¶n tè còng nhau vîi sè säi
l§y ra l¦n tr÷îc tø bèc säi n y (RI), tø bèc säi thù 2 sè säi �÷ñc l§y ra ph£i l  ÷îc sè cõa sè
säi câ trong bèc �â (DI), tø bèc thù 3 câ thº l§y bao nhi¶u tòy th½ch (NIM).
Xu§t ph¡t tø 3 bèc, méi bèc 10 vi¶n säi. Bèc �¦u ti¶n câ sè Grundig l  0, bèc thù hai l  2 v 
bèc thù 3 l  10. Ng÷íi �i �¦u câ chi¸n thuªt th­ng, vîi b÷îc �i duy nh§t �¦u ti¶n l  l§y 8 vi¶n
säi tø bèc säi thù 3.
Ngo i trá chìi bèc säi ta công câ thº têng hñp c¡c trá chìi kh¡c c¡c trá chìi cì b£n nh÷ C¦u
Thang v  công câ thº chìi theo kiºu NIM.

i) Trá chìi leo nói. C¦n ph£i �÷a ba nh  th¡m hiºm l¶n mët ngån nói 5000m. C¡c nh  th¡m
hiºm sùc khäe khæng nh÷ nhau, ng÷íi thù nh§t �i 1000m th¼ ph£i ngh¿, ng÷íi thù hai �i �÷ñc
tèi �a 2000m, ng÷íi thù ba câ thº �i tèi �a 3000m. Tr¶n suèt lë tr¼nh cù 1000m th¼ câ mët
nh  ngh¿ câ thº �õ ché cho t§t c£ måi ng÷íi ngh¿ n¸u c¦n. C¡c nh  th¡m hiºm câ thº ngh¿ sîm
tr÷îc thíi gian chàu �üng. Hai h÷îng d¨n vi¶n tham gia trá chìi. Méi ng÷íi méi l¦n ph£i �÷a
mët ng÷íi l¶n nói vîi c¡c �i·u ki»n sùc khäe n¶u tr¶n. Ng÷íi th­ng cuëc l  ng÷íi mang �÷ñc
ng÷íi cuèi còng l¶n �¿nh nói.

�¥y l  trá chìi c¦u thang thó và: Thang cao 5 �ìn và. Méi l¦n câ thº b÷îc 1, 2 ho°c 3 �ìn và.
Ng÷íi th­ng cuëc l  ng÷íi �÷a �÷ñc ng÷íi cuèi còng l¶n �¿nh nói.

4.5 C¡c trá chìi kh¡c

a) Trá chìi: Tæ m¦u. Cho l÷îi æ vuæng n× k. H¼nh vuæng m¨u c¤nh m (m ≤ k;n) hai ng÷íi
chìi. �¸n l÷ñt ng÷íi chìi s³ chån sìn mët h¼nh vuæng m ≤ m v o ché tòy þ nh÷ng khæng �±
l¶n c¡c vòng �¢ bà sìn (câ thº ti¸p xóc c¤nh). Ng÷íi thua l  ng÷íi khæng ti¸p töc sìn �÷ñc
núa. Ai câ chi¸n l÷ñc th­ng?

b) Trá chìi: Trihex. Tr¶n h¼nh v³, hai ng÷íi chìi thay �êi nhau �¡nh d§u c¡c váng trán con
tr¶n h¼nh. Ai câ tr÷îc 3 váng trán con th¯ng h ng l  ng÷íi �â th­ng. Häi ai câ chi¸n thuªt
th­ng? Chi¸n thuªt nh÷ th¸ n o?

c) Trá chìi: Dawson's Chess. Cho mët d£i gi§y chia æ vuæng 1n. Hai ng÷íi thay nhau �i·n
k½ hi»u X v o c¡c æ vuæng sao cho c¡c æ �¢ bà �¡nh d§u X khæng �ùng c¤nh nhau. Ai l  ng÷íi
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câ chi¸n l÷ñc th­ng trªn?

d) Trá chìi: Lªt xu (ti¸p theo). Câ 10 mi¸ng b¼a trán, mët m°t �÷ñc sìn xanh, m°t kia
�÷ñc sìn �ä. �º b­t �¦u ng÷íi ta x¸p c¡c t§m b¼a trán th nh h ng, m°t tr¶n l  m u xanh ho°c
�ä b§t ký. Ng÷íi �¸n l÷ñt �÷ñc chån mët t§m b¼a trán m°t tr¶n m u �ä v  up m°t l¤i t§t c£
c¡c t§m b¼a �ùng b¶n ph£i nâ v  kº c£ nâ. Ng÷íi thua cuëc l  ng÷íi khæng chån, khæng �i ti¸p
�÷ñc. Häi ai câ chi¸n l÷ñc th­ng?

e) Trá chìi: Wythoff − Nim. Hai bèc säi. Hai ng÷íi thay nhau l§y ho°c tø mët bèc nhi·u
½t tòy þ th½ch, ho°c tø c£ hai bèc sè säi b¬ng nhau tòy þ. Ai l§y vi¶n säi cuèi còng l  ng÷íi
th­ng. Häi ai câ chi¸n thuªt th­ng?
Ghi chó: Tr÷íng hñp têng qu¡t chi¸n thuªt th­ng t÷ìng �èi phùc t¤p.

f) Trá chìi: Fibonacci − Nim. Câ mët bèc n vi¶n säi. Hai ng÷íi chìi. Ng÷íi �¦u ti¶n câ thº
l§y bao nhi¶u tòy þ nh÷ng khæng l§y h¸t c£ bèc. Sau �â ng÷íi ti¸p theo câ thº l§y khæng qu¡
hai l¦n sè säi ng÷íi vøa �i tr÷îc l§y nh÷ng ph£i l§y ½t nh§t mët vi¶n. Ai l  ng÷íi chi¸n th­ng?

5 Mët sè �· t i nghi¶n cùu

�· t i 1 (Thanh socola nhi¹m �ëc). Cho mët thanh socola k½ch th÷îc n×m câ h¼nh vuæng
gâc tr¡i b¶n tr¶n nhi¹m �ëc. Hai ng÷íi chìi. Hå thay nhau �¡nh d§u mët æ vuæng b§t k¼ rçi
b´ tø æ vuæng �â v· b¶n ph£i v  xuèng d÷îi l  ph¦n cõa m¼nh. Ti¸p theo ng÷íi �i sau công
l m t÷ìng tü. Ng÷íi bà thua l  ng÷íi ph£i nhªn h¼nh vuæng nhi¹m �ëc.
H¢y ph¥n t½ch kh£ n«ng thua th­ng trong trá chìi n y.

V½ dö: Vîi thanh socola 3× 4. Ng÷íi �i �¦u m u �ä, ng÷íi thù 2 m¦u xanh.

�· t i 2 (T¿a c¥y trong v÷ín hoa). Qui t­c dån v÷ín.
DEF. V÷ín �÷ñc t÷ñng tr÷ng b¬ng mët �ç thà khæng h÷îng G(V,E). Trong �â F ⊆ V l  tªp
c¡c �¿nh sao cho F câ trong måi �ç thà th nh ph¦n cõa G. Quy t­c cõa trá chìi nh÷ sau:
Nhúng ng÷íi chìi thay nhau l§y �i mët c¤nh cõa �ç thà. N¸u câ mët �¿nh x thäa m¢n x /∈ F
v  tø F khæng câ �÷íng �i d¨n v o mët �¿nh n o �â thuëc F , khi �â ng÷íi ta xâa ngay �¿nh x
v  t§t c£ c¡c c¤nh xu§t ph¡t tø x. Do �â vîi vi»c l§y mët c¤nh câ thº l m nhi·u c¤nh v  �¿nh
kh¡c bà xâa theo. Ng÷íi thua l  ng÷íi khæng �i ti¸p �÷ñc.
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Nëi dung cõa b i to¡n ch½nh l  ph£n ¡nh vi»c dån c¥y trong v÷ín. Cho tr÷îc mët �ç thà −
v÷ín, mët sè m¦m c¥y n£y m¦m tr¶n m°t �§t. C¡c th nh ph¦n cõa v÷ín �·u �÷ñc nèi vîi m°t
�§t. Méi b÷îc �i ng÷íi ta xâa mët c¤nh. Sau �â nhúng th nh ph¦n n o trð th nh khæng �÷ñc
nèi vîi �§t th¼ rìi röng v  v¼ th¸ s³ bà dån �i. Ng÷íi th­ng l  ng÷íi l¡y c¤nh cuèi còng.

�· t i 3 (Trá chìi chia h¸t). Hai ng÷íi chìi. �¦u ti¶n hå thèng nh§t vîi nhau mët sè tü nhi¶n
N . Hai ng÷íi thay nhau vi¸t l¶n b£ng ÷îc sè cõa N nh÷ng ph£i tu¥n theo quy t­c khæng �÷ñc
ghi nhúng sè m  l  ÷îc sè cõa mët sè �¢ �÷ñc vi¸t rçi tr÷îc �â. Ng÷íi ph£i ghi sè N l  ng÷íi
thua.

�· t i 4 (Trá chìi Button Madness − Mët ng÷íi chìi). Câ b£ng 4× 4 (têng qu¡t hâa n×m).
Tr¶n c¡c æ vuæng câ c¡c nót b§m câ thº l m chuyºn m u cõa æ vuæng v  c¡c æ b¶n c¤nh (còng
c¤nh). Méi b÷îc �i �÷ñc thüc hi»n nh÷ sau:
Ng÷íi ta b§m nót tr¶n mët æ vuæng chån tòy þ, khi �â:

• Æ �÷ñc b§m nót chuyºn m u (�ä ↔ xanh)

• Bèn æ còng c¤nh (tr¶n − d÷îi − ph£i − tr¡i) �êi m u.

• N¸u æ b¶n c¤nh n o �â bà tr÷ñt ra ngo i b£ng th¼ æ theo váng xuy¸n �êi m u.

Minh håa c¡c £nh h÷ðng m u.

�½ch c¦n �¤t �÷ñc l  tø mët t¼nh tr¤ng n o �â cho tr÷îc (v½ dö t§t c£ l  m u xanh), I �¤t
�÷ñc t¼nh tr¤ng t§t c£ c¡c æ câ m¦u �ä tr÷îc l  ng÷íi th­ng cuëc.
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