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Sigma - MATHS

�æi líi chia s´

Ch¿ 10− 20 n«m núa khi l n sâng cæng ngh» 4.0 s³ �ành h¼nh l¤i c§u tróc cuëc sèng v  x¢ hëi.
C¡i �âi ngh±o �¢ �÷ñc tr£ v· cho qu¡ khù, lóc �â lao �ëng khæng cán l  �º tçn t¤i m  chõ y¸u
nh¬m möc �½ch s¡ng t¤o v  ti¸n bë.

C¡c cæng vi»c s³ tªp trung v o 4 nhâm:

− Ngh» thuªt

− Khoa håc kÿ thuªt

− Dàch vö

− Sùc khäe v  Thº thao

Tòy thuëc kh£ n«ng, con ng÷íi câ thº lüa chån c¡c thº lo¤i cæng vi»c phò hñp. Nh÷ng b§t k¼
cæng vi»c g¼ y¸u tè s¡ng t¤o v  thi �ua s³ �÷ñc �÷a l¶n h ng �¦u.

Chóng tæi chån cæng vi»c chu©n bà h nh trang tri thùc khoa håc kÿ thuªt cho lîp cæng d¥n thíi
�¤i 4.0 l m nhi»m vö ch½nh cõa m¼nh.
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Ph¦n I

L�M QUEN VÎI GRAPH − �Ç THÀ

1 �ành ngh¾a �ç thà (graph)

1.1 �¿nh v  c¤nh

�ç thà (graph) G = (V,E) l  mët bë gçm c¡c �¿nh V v  c¡c c¤nh E, trong �â V 6= ∅ v  méi
c¤nh nèi vîi 2 �¿nh (khæng nh§t thi¸t ph¥n bi»t).

N¸u c¤nh e t÷ìng ùng vîi 2 �¿nh v, w th¼ ta nâi v v  w l  2 �¿nh k· (hay 2 �¿nh li¶n k¸t)
vîi nhau. Kþ hi»u e = (v, w) hay e = (w, v) (ho°c vi¸t �ìn gi£n hìn e = vw, ho°c e = wv −
n¸u khæng g¥y hiºu nh¦m). C¤nh (v, v) t÷ìng ùng vîi 2 �¿nh tròng nhau gåi l  mët váng hay
Xuy¸n t¤i v. Hai c¤nh ph¥n bi»t còng t÷ìng ùng vîi mët c°p �¿nh �÷ñc gåi l  2 c¤nh song
song hay c¤nh bëi. �ç thà khæng câ c¤nh song song v  công khæng câ váng �÷ñc gåi l  �ìn �ç
thà. Ng÷ñc l¤i l  �a �ç thà.

�ç thà m  måi c°p �¿nh cõa nâ �·u k· nhau �÷ñc gåi l  �ç thà �¦y �õ. �ìn �ç thà �¦y �õ
bao gçm n �¿nh �÷ñc kþ hi»u: Kn.
Hai c¤nh m  câ �¿nh chung th¼ gåi l  hai c¤nh k·.
�ç thà G′ = (V ′, E ′) �÷ñc gåi l  mët �ç thà con cõa �ç thà G = (V,E) n¸u V ′ ⊂ V ; E ′ ⊂ E.
Mët �ç thà câ thº �÷ñc biºu di¹n b¬ng li»t k¶, h¼nh håc (h¼nh v³), mët ma trªn hay mët b£ng
sè.

1.2 Bªc cõa �¿nh trong �ç thà

�ành ngh¾a 1. �¿nh v cõa �ç thà G �÷ñc gåi l  câ bªc n n¸u v k· vîi n �¿nh kh¡c (v l  �¦u

mót cõa n c¤nh). Kþ hi»u: deg(v) hay d(v). (Þ ngh¾a: Tø mët l ng câ bao nhi¶u �÷íng xu§t
ph¡t).

− Méi váng (khuy¶n) t¤i v �÷ñc kº l  2 c¤nh tîi v.

− �¿nh câ bªc 0 gåi l  �¿nh cæ lªp.

− �¿nh câ bªc 1 gåi l  �¿nh treo (pendant vertex) − (�¿nh �ëc �¤o).

− �¿nh m  �÷ñc nèi vîi t§t c£ c¡c �¿nh kh¡c th¼ �÷ñc gåi l  �¿nh �¦y �õ.

− C¤nh tîi �¿nh treo gåi l  c¤nh treo (pendant edge) − (�÷íng �ëc �¤o).

− �ç thà m  måi �¿nh �·u l  �¿nh cæ lªp gåi l  �ç thà réng (null graph).

�ành lþ 1. Trong måi �ç thà G = (V,E), têng sè bªc cõa c¡c �¿nh cõa G b¬ng 2 l¦n sè c¤nh.

H» qu£: Trong måi �ç thà G = (V,E), ta câ:

1) Sè c¡c �¿nh bªc l´ cõa mët �ç thà l  mët sè ch®n.

2) Têng bªc cõa c¡c �¿nh bªc l´ trong mët �ç thà l  mët sè ch¯n.
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1.3 Mët sè �ç thà �°c bi»t Sigma - MATHS

�ành lþ 2. Trong måi �ç thà G = (V,E), n¸u |V | ≥ 2 th¼ tçn t¤i ½t nh§t hai �¿nh còng bªc.

�ành lþ 3. Trong måi �ç thà G = (V,E), |V | ≥ 2 câ �óng hai �¿nh còng bªc th¼ hai �¿nh n y
khæng thº �çng thíi câ bªc 0 ho°c bªc n− 1.

1.3 Mët sè �ç thà �°c bi»t

a) �ç thà �¦y �õ

b) �ç thà váng (chu tr¼nh)

�ành ngh¾a 2. �ç thà váng kþ hi»u: Cn, n ≥ 3 l  mët �ç thà vîi n �¿nh v1, v2, ..., vn v  c¡c
c¤nh v1v2, v2v3, ..., vnv1.

c) �ç thà h¼nh b¡nh xe

�ành ngh¾a 3. N¸u th¶m mët �¿nh v o �ç thà váng Cn (n ≥ 3) v  nèi �¿nh n y vîi n �¿nh
cõa Cn th¼ ta �÷ñc �ç thà h¼nh b¡nh xe (Wheel graph), kþ hi»u: Wn.

d) �ç thà �·u

�ành ngh¾a 4. Mët �ç thà �·u (Regular graph) l  �ç thà m  måi �¿nh �·u câ còng bªc. N¸u
�ç thà G câ c¡c �¿nh câ còng bªc K th¼ �÷ñc gåi l  K − �·u.

+ �ç thà 3 − �·u 6 �¿nh:
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+ �ç thà 3 − �·u 8 �¿nh:

e) C¡c khèi n − lªp ph÷ìng

C¡c khèi n − lªp ph÷ìng (n − cube graph), kþ hi»u: Qn l  c¡c �ç thà câ 2n �¿nh, méi �¿nh
�÷ñc biºu di¹n b¬ng mët d¢y sè nhà ph¥n vîi �ë d i n. Hai �¿nh l  li·n k· n¸u v  ch¿ n¸u c¡c
d¢y nhà ph¥n biºu di¹n chóng ch¿ kh¡c nhau �óng 1 bit.
(D¢y nhà ph¥n �ë d i n l  d¢y ch¿ chùa n chú sè 0 v  1).

V½ dö:

f) �ç thà bò
Hai �ìn �ç thà G v  G′ �÷ñc gåi l  bò vîi nhau n¸u chóng câ chung c¡c �¿nh, c¤nh n o thuëc
G th¼ khæng thuëc G′ v  ng÷ñc l¤i. Kþ hi»u: G′ = G.

g) �ç thà l÷ïng ph¥n (hai ph½a; k¸t �æi)

Mët �ç thà G �÷ñc gåi l  �ç thà l÷ïng ph¥n (bipartie graph hay cán gåi matching graph = �ç
thà k¸t �æi) n¸u tªp hñp c¡c �¿nh V cõa G câ thº ph¥n th nh 2 tªp hñp khæng réng V1 v  V2,
V 1 ∩ V 2 = ∅ sao cho méi c¤nh cõa G nèi mët �¿nh cõa V1 vîi mët �¿nh cõa V2.
Mët �ç thà l÷ïng ph¥n m  méi �¿nh cõa V1 (câ m �¿nh) �·u k· vîi måi �¿nh cõa V2 (câ n �¿nh),
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�÷ñc gåi l  mët �ç thà l÷ïng ph¥n �¦y �õ, kþ hi»u: Km,n.

2 �ç thà câ h÷îng (Directed graph)

2.1 �ành ngh¾a

Mët �ç thà câ h÷îng G = (V,E) gçm tªp hñp c¡c �¿nh V v  tªp hñp c¡c c¤nh E bao gçm
c¡c c°p s­p thù tü c¡c ph¦n tû cõa V . C¤nh e t÷ìng ùng vîi mët c°p thù tü (a, b) cõa 2 �¿nh
a, b ∈ V �÷ñc gåi l  mët c¤nh câ h÷îng tø a �¸n b. Kþ hi»u: e =

−→
ab, trong �â a �÷ñc gåi l  �¿nh

�¦u, b �÷ñc gåi l  �¿nh cuèi cõa c¤nh e. �¿nh �¦u v  �¿nh cuèi cõa khuy¶n (váng) l  tròng nhau.

2.2 Bªc cõa �¿nh trong �ç thà câ h÷îng

�ành ngh¾a bªc v o: Cho G l  �ç thà câ h÷îng, bªc v o cõa �¿nh v, kþ hi»u: deg− (v) (ho°c
din(v)) l  sè c¤nh câ �¿nh cuèi l  v.

�ành ngh¾a bªc ra: Cho G l  �ç thà câ h÷îng, bªc ra cõa v, kþ hi»u: deg+ (v) (hay dout(v))
l  sè c¤nh câ �¿nh �¦u l  v.

Chó þ: Mët váng t¤i mët �¿nh s³ gâp th¶m mët �ìn và v o bªc v o v  bªc ra cõa �¿nh n y.

�ành lþ 4. Cho G = (V,E) l  mët �ç thà câ h÷îng. Têng bªc v o cõa c¡c �¿nh b¬ng têng bªc
ra v  b¬ng sè c¤nh cõa �ç thà.

Mët �ç thà câ h÷îng �÷ñc gåi l  c¥n b¬ng (balanced) n¸u måi �¿nh cõa nâ �·u câ bªc v o
v  bªc ra b¬ng nhau.
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3 Sü �¯ng c§u cõa c¡c �ç thà

�ành ngh¾a. Hai �ç thà húu h¤n G1 v  G2 �÷ñc gåi l  �¯ng c§u n¸u c¡c �¿nh cõa chóng �÷ñc
�¡nh sè l¦n l÷ñt tø 1, 2, 3, ..., n sao cho n¸u tø hai �¿nh i v  j câ c¤nh nèi nhau trong G1, th¼
trong G2 hai �¿nh i v  j t÷ìng ùng công �÷ñc nèi vîi nhau v  ng÷ñc l¤i n¸u trong G1 khæng
�÷ñc nèi th¼ trong G2 công khæng.

Ph¡t biºu d÷îi ngæn ngú ¡nh x¤

C¡c �ç thà G1 = (V1, E1) v  G2 = (V2, E2) �÷ñc gåi l  �¯ng c§u vîi nhau n¸u câ mët song ¡nh
f : V1 → V2 sao cho n¸u a v  b l  li·n k· trong V1 th¼ f(a) v  f(b) li·n k· trong V2; ∀a, b ∈ V1.
Khi �â song ¡nh f �÷ñc gåi l  mët �¯ng c§u.
Nâi c¡ch kh¡c, n¸u 2 �ç thà l  �¯ng c§u th¼ s³ tçn t¤i mët song ¡nh giúa c¡c �¿nh cõa 2 �ç thà
b£o to n quan h» li·n k·.

4 T½nh li¶n thæng cõa �ç thà

4.1 �÷íng �i

�ành ngh¾a 5. �÷íng �i (path) câ �ë d i n tø v0 �¸n vn vîi n l  mët sè nguy¶n d÷ìng, trong
mët �ç thà væ h÷îng l  mët d¢y c¡c c¤nh li¶n ti¸p v0v1, v1v2, ..., vn−1vn. �¿nh v0 �÷ñc gåi l 
�¿nh �¦u, �¿nh vn �÷ñc gåi l  �¿nh cuèi. �÷íng �i n y th÷íng �÷ñc vi¸t gån: v0v1v2...vn−1vn.
Khi ch¿ c¦n n¶u ra �¿nh �¦u v0 v  �¿nh cuèi vn cõa �÷íng �i, ta vi¸t: �÷íng �i v0 − vn.

Mët �÷íng �i khæng qua c¤nh n o l¦n thù hai �÷ñc gåi l  �÷íng �i �ìn gi£n (�÷íng �i
�ìn).

Mët �÷íng �i khæng qua �¿nh n o l¦n thù hai �÷ñc gåi l  �÷íng �i sì c§p.

L÷u þ: Mët �÷íng �i sì c§p l  mët �÷íng �i �ìn gi£n nh÷ng mët �÷íng �i �ìn gi£n câ thº
khæng l  �÷íng �i sì c§p).

4.2 Chu tr¼nh

�ành ngh¾a 6. Mët �÷íng �i kh²p k½n (�¿nh �¦u ≡ �¿nh cuèi) v  câ �ë d i n ≥ 3 �÷ñc gåi l 
mët chu tr¼nh (Cycle).

Chu tr¼nh khæng �i qua c¤nh n o l¦n thù hai �÷ñc gåi l  chu tr¼nh �ìn gi£n.

Chu tr¼nh khæng �i qua �¿nh n o l¦n thù hai, trø �¿nh �¦u ≡ �¿nh cuèi, �÷ñc gåi l  mët chu
tr¼nh sì c§p.
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4.3 T½nh li¶n thæng trong �ç thà væ h÷îng Sigma - MATHS

�ành lþ 5. Cho G = (V,E) l  mët �ç thà væ h÷îng câ |V | ≥ 3 v  vîi måi v ∈ V câ d(v) ≥ 2
th¼ trong G luæn tçn t¤i mët chu tr¼nh sì c§p.

�ành lþ 6. Cho G = (V,E) l  mët �ç thà væ h÷îng câ |V | ≥ 4 v  vîi måi v ∈ V câ d(v) ≥ 3
th¼ trong G luæn tçn t¤i mët chu tr¼nh sì c§p câ �ë d i ch®n.

4.3 T½nh li¶n thæng trong �ç thà væ h÷îng

�ành ngh¾a 7. Mët �ç thà væ h÷îng �÷ñc gåi l  li¶n thæng n¸u câ �÷íng �i giúa c¡c �¿nh.

Cho �ç thà G = (V,E) v  v ∈ V vîi V ′ l  tªp hñp c¡c �¿nh cõa V li¶n thæng vîi v, E ′ l 
tªp hñp c¡c c¤nh nèi 2 �¿nh cõa V ′. Khi �â �ç thà G′ = (V ′, E ′) gåi l  th nh ph¦n li¶n thæng
(connected component) cõa G chùa v. �÷ìng nhi¶n n¸u v v  u li¶n thæng trong G th¼ th nh
ph¦n li¶n thæng cõa G chùa v công l  th nh ph¦n li¶n thæng chùa u.

V½ dö. �ç thà câ 3 th nh ph¦n li¶n thæng.

�ành lþ 7. �ç thà G = (V,E) l  li¶n thæng khi v  ch¿ khi G câ duy nh§t mët th nh ph¦n li¶n
thæng.

4.4 �¿nh c­t v  c¦u

�¿nh c­t: N¸u vi»c xâa �i mët �¿nh v ∈ V v  t§t c£ c¡c c¤nh li¶n thuëc vîi nâ s³ t¤o ra mët
�ç thà con mîi câ nhi·u th nh ph¦n li¶n thæng hìn �ç thà xu§t ph¡t. C¡c �¿nh v nh÷ th¸ �÷ñc
gåi l  �¿nh c­t (cut point) hay �iºm khîp.
Hay nâi c¡ch kh¡c, n¸u thi¸u nh÷ng �iºm n y. �ç thà bà ph¥n chia th nh c¡c �ç thà con (kh¡c
réng) khæng li¶n thæng vîi nhau.

C¦u: N¸u trong �ç thà G ta bä �i c¤nh e s³ t¤o ra nhi·u th nh ph¦n li¶n thæng hìn G th¼ e
�÷ñc gåi l  c¦u (br¼dge). Vai trá cõa c¦u công t÷ìng tü nh÷ cõa �¿nh c­t, khi thi¸u nâ sü li¶n
thæng bi ph¡ vï, �ç thi bi ph¥n chia th nh c¡c �ç thà con ríi nhau.

�ành lþ 8. Trong måi �ç thà G = (V,E) câ ½t nh§t n = 2 �¿nh |V | = n ≥ 2. N¸u ∀v1, v2 ∈ V
thäa m¢n d(v1) + d(v2) ≥ n th¼ G l  �ç thà li¶n thæng.

H» qu£ 1. Trong måi �ç thà G = (V,E) câ n �¿nh, n¸u måi �¿nh v ∈ V câ d(v) ≥ n

2
th¼ G l 

�ç thà li¶n thæng.

4.5 T½nh li¶n thæng trong �ç thà câ h÷îng

�ành ngh¾a li¶n thæng m¤nh (Strongly connected). �ç thà câ h÷îng G �÷ñc gåi l  li¶n thæng
m¤nh n¸u câ �÷íng �i tø a �¸n b v  tø b �¸n a ∀a, b ∈ �ç thà.
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�ành ngh¾a li¶n thæng y¸u (Weakly connected). �ç thà câ h÷îng G �÷ñc gåi l  li¶n thæng y¸u
n¸u �ç thà væ h÷îng t÷ìng ùng cõa nâ l  li¶n thæng.
�ç thà câ h÷îng G �÷ñc gåi l  �¦y �õ n¸u �ç thà væ h÷îng cõa nâ l  �¦y �õ.

�ành lþ 9. N¸u trong �ç thà G = (V,E) câ �óng hai �¿nh bªc l´ th¼ hai �¿nh n y ph£i li¶n
thæng vîi nhau.

�ành lþ 10 (�ành lþ v· �i·u ki»n c¦n v  �õ cõa mët �ç thà l÷ïng ph¥n). �ç thà G = (V,E)
l  mët �ç thà l÷ïng ph¥n khi v  ch¿ khi måi chu tr¼nh cõa nâ �·u câ �ë d i ch®n.

5 Mët sè ph²p bi¸n �êi �ç thà

5.1 Hñp cõa hai �ç thà

Hñp cõa hai �ç thà G1 = (V1, E1) v  G2 = (V2, E2) l  mët �ç thà G = (V,E) câ tªp hñp c¡c
�¿nh l  V = V1 ∪ V2 v  tªp hñp c¡c c¤nh l  E = E1 ∪ E2.
Kþ hi»u: G = G1 ∪G2.

5.2 Ph²p ph¥n chia sì c§p

Cho �ç thà G = (V,E), n¸u ta bä �i mët c¤nh e = uv cõa G v  th¶m v o mët �¿nh mîi w còng
vîi 2 c¤nh uw v  wv th¼ ph²p to¡n tr¶n �÷ñc gåi l  ph²p ph¥n chia sì c§p.
Hai �ç thà G1 = (V1, E1) v  G2 = (V2, E2) �÷ñc gåi l  �çng phæi (homeomorphic) n¸u chóng câ
thº nhªn �÷ñc tø còng mët �ç thà b¬ng mët d¢y c¡c ph²p ph¥n chia sì c§p.

V½ dö:

G2 v  G3 l  �çng phæi v¼ còng nhªn �÷ñc tø G1. Rã r ng G2 v  G3 khæng �¯ng c§u vîi nhau.
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Ph¦n II

LÞ THUY�T �Ç THÀ II

6 �÷íng �i chu tr¼nh

6.1 Chu tr¼nh v  �÷íng �i Euler trong �ç thà væ h÷îng

a) �ành ngh¾a

Chu tr¼nh Euler
Cho G = (V,E) l  mët �a �ç thà li¶n thæng. Chu tr¼nh �ìn chùa t§t c£ c¡c c¤nh cõa �ç thà G
�÷ñc gåi l  chu tr¼nh Euler. �ç thà câ chùa mët chu tr¼nh Euler �÷ñc gåi l  �ç thà Euler.

�÷íng �i Euler
Cho G = (V,E) l  mët �a �ç thà li¶n thæng. �÷íng �i Euler trong G l  �÷íng �i �ìn chùa t§t
c£ c¡c c¤nh cõa �ç thà G.

�ành lþ 11. Mët �a �ç thà li¶n thæng G = (V,E) câ chu tr¼nh Euler khi v  ch¿ khi méi �¿nh
cõa nâ �·u câ bªc ch®n.

b) Thuªt to¡n Fleury t¼m chu tr¼nh Euler

�º t¼m mët chu tr¼nh Euler trong mët �a �ç thà câ t§t c£ c¡c �¿nh �·u bªc ch®n, ta câ thº sû
döng thuªt to¡n Fleury nh÷ sau: Xu§t ph¡t tø mët �¿nh b§t ký cõa �ç thà G v  tu¥n theo hai
quy t­c sau:
Ø Quy t­c 1: Méi khi �i qua mët c¤nh n o th¼ xâa c¤nh �â �i, sau �â xâa �¿nh cæ lªp (n¸u câ).
Ø Quy t­c 2: Khæng bao gií �i qua mët c¦u, trø khi khæng cán c¡ch �i n o kh¡c �º di chuyºn.

�ành lþ 12 (V· �÷íng �i Euler). �a �ç thà li¶n thæng G = (V,E) câ �÷íng �i Euler nh÷ng
khæng câ chu tr¼nh Euler khi v  ch¿ khi nâ câ �óng hai �¿nh bªc l´.

6.2 Chu tr¼nh v  �÷íng �i Euler �èi vîi �ç thà câ h÷îng

�ành lþ 13 (V· chu tr¼nh Euler). �ç thà câ h÷îng G = (V,E) câ chùa mët chu tr¼nh Euler
khi v  ch¿ khi G l  li¶n thæng y¸u, �çng thíi bªc v o v  bªc ra cõa méi �¿nh l  b¬ng nhau.

�ành lþ 14 (V· �÷íng �i Euler). Cho G = (V,E) l  mët �a �ç thà câ h÷îng. G câ �÷íng �i
Euler nh÷ng khæng câ chu tr¼nh Euler ⇔ G l  li¶n thæng y¸u, �çng thíi bªc v o v  bªc ra cõa
c¡c �¿nh l  b¬ng nhau, trø 2 �¿nh, mët �¿nh câ bªc v o lîn hìn bªc ra mët �ìn và, cán �¿nh kia
câ bªc v o nhä hìn bªc ra mët �ìn và.

6.3 Chu tr¼nh v  �÷íng �i Hamilton

�ành ngh¾a 8. Mët chu tr¼nh sì c§p �i qua t§t c£ c¡c �¿nh cõa �ç thà G = (V,E) (�i qua
méi �¿nh �óng mët l¦n) �÷ñc gåi l  chu tr¼nh Hamilton. �ç thà G = (V,E) câ chùa chu tr¼nh
Hamilton �÷ñc gåi l  �ç thà Hamilton.

a) �i·u ki»n �õ �º tçn t¤i chu tr¼nh Hamilton

11
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�ành lþ 15 (Ore 1960). Cho G = (V,E) l  mët �ìn �ç thà li¶n thæng vîi n �¿nh (n ≥ 3) v 
n¸u: deg(v) + deg(w) ≥ n vîi måi c°p �¿nh khæng li·n k· v, w trong G. Khi �â G câ chu tr¼nh
Hamilton.

H» qu£. (�ành lþ Dirac, 1952) N¸u �ìn �ç thà G = (V,E) câ n �¿nh (n ≥ 3) v  deg(v) >
n

2
;∀v ∈ V th¼ G câ chu tr¼nh Hamilton.

�ành lþ 16 (Pâsa v· chu tr¼nh Hamilton). G = (V,E) l  mët �ìn �ç thà câ ‖V ‖ = n ≥ 3. Gi£

sû r¬ng vîi méi sè 1 ≤ k ≤ n− 1

2
ta câ khæng qu¡ k− 1 �¿nh câ bªc khæng lîn hìn k, v  trong

tr÷íng hñp n l  sè l´ ta câ khæng qu¡
n− 1

2
�¿nh câ bªc khæng v÷ñt qu¡

n− 1

2
. Khi �â �ç thà

G câ mët chu tr¼nh Hamilton.

b) Ph÷ìng ph¡p t¼m chu tr¼nh Hamilton
Cho mët �ç thà G = (V,E). �º t¼m mët chu tr¼nh Hamilton trong �ç thà G, ta thüc hi»n theo
4 quy t­c sau:
Ø Quy t­c 1: N¸u tçn t¤i mët �¿nh v cõa G câ th¼ �ç thà G khæng câ chu tr¼nh Hamilton.
Ø Quy t­c 2: N¸u �¿nh v câ bªc l  2 (d(v) = 2) th¼ c£ 2 c¤nh tîi v �·u ph£i thuëc chu tr¼nh
Hamilton.
Ø Quy t­c 3: Chu tr¼nh Hamilton khæng chùa b§t ký chu tr¼nh con thüc sü n o.
Ø Quy t­c 4: Trong qu¡ tr¼nh x¥y düng chu tr¼nh Hamilton, sau khi �¢ l§y 2 c¤nh tîi mët �¿nh
v �°t v o chu tr¼nh Hamilton rçi th¼ khæng thº l§y th¶m c¤nh n o tîi v núa, do �â câ thº xâa
måi c¤nh cán l¤i tîi v.

c) �÷íng �i Hamilton

�ành ngh¾a 9. �÷íng �i sì c§p �i qua t§t c£ c¡c �¿nh cõa �ç thà G = (V,E) (�i qua méi �¿nh
�óng mët l¦n) �÷ñc gåi l  �÷íng �i Hamilton.

�ành lþ 17 (K�onig). Måi �ç thà G = (V,E) câ h÷îng �¦y �õ (�ç thà væ h÷îng t÷ìng ùng cõa
G l  �¦y �õ) �·u câ �÷íng Hamilton.

6.4 B i to¡n �÷íng �i ng­n nh§t

B i to¡n �°t ra l  t¼m chu tr¼nh ng­n nh§t tø th nh phè n y �¸n th nh phè kh¡c. Hay nâi theo
ngæn ngú cõa lþ thuy¸t �ç thà: ta c¦n t¼m �÷íng �i câ têng trång sè (ng­n) nhä nh§t tø �¿nh
n y �¸n mët �¿nh kh¡c cõa �ç thà.

Thuªt to¡n Dijkstra t¼m �÷íng �i ng­n nh§t
Cö thº cõa thuªt to¡n Dijkstra nh÷ sau:

− G¡n cho �¿nh a nh¢n b¬ng 0; cán c¡c �¿nh kh¡c b¬ng∞. Ta kþ hi»u: Lo(a) = 0; Lo(v) =
∞;∀v 6= a (�¥y l  b÷îc l°p thù 0).

− Gåi Sk l  tªp �°c bi»t c¡c �¿nh sau b÷îc l°p thù k cõa thõ töc g¡n nh¢n. Chóng ta b­t
�¦u b¬ng So = ∅. Tªp Sk �÷ñc t¤o th nh tø Sk−1 b¬ng c¡ch th¶m v o �¿nh u /∈ Sk−1
m  câ nh¢n nhä nh§t.

12



Sigma - MATHS

− Sau khi �¿nh u �÷ñc gh²p v o Sk, ta sûa �êi nh¢n cõa c¡c �¿nh khæng thuëc Sk sao cho
Lk(v) (nh¢n cõa �¿nh v t¤i b÷îc k) l  �ë d i cõa �÷íng �i ng­n nh§t tø a �¸n v m 
�÷íng �i n y ch¿ chùa c¡c �¿nh thuëc Sk (tùc l  c¡c �¿nh �¢ thuëc tªp �°c bi»t còng vîi
�¿nh u).

Gi£ sû v l  mët �¿nh khæng thuëc Sk. �º sûa nh¢n cõa v, ta chån Lk(v) l  �ë d i cõa �÷íng
�i ng­n nh§t tø a �¸n v v  ch¿ chùa c¡c �¿nh thuëc Sk. �º þ r¬ng �÷íng �i ng­n nh§t tø a
�¸n v ch¿ chùa c¡c ph¦n tû cõa Sk ho°c l  �÷íng �i ng­n nh§t tø a �¸n v ch¿ chùa c¡c ph¦n
tû cõa Sk−1 ho°c l  �÷íng �i ng­n nh§t tø a �¸n u trong b÷îc (k − 1) cëng vîi �ë d i c¤nh
uv. Tùc l :

Lk(a, v) = min{Lk−1(a, v); Lk−1(a, u) + w(uv)}
Thõ töc n y �÷ñc l°p b¬ng c¡ch li¶n ti¸p th¶m c¡c �¿nh v o tªp �°c bi»t c¡c �¿nh cho tîi khi
�¤t tîi �¿nh z. Khi th¶m z v o tªp �°c bi»t c¡c �¿nh th¼ nh¢n cõa nâ b¬ng �ë d i cõa �÷íng
�i ng­n nh§t tø a �¸n z.

�ành lþ 18. Thuªt to¡n Dijkstra t¼m �÷ñc �÷íng �i ng­n nh§t giúa 2 �¿nh trong �ìn �ç thà
li¶n thæng, câ trång sè.

7 �ç thà ph¯ng

�ành ngh¾a 10. Mët �ç thà �÷ñc gåi l  ph¯ng n¸u nâ câ thº v³ �÷ñc tr¶n mët m°t ph¯ng m 
khæng câ c¡c c¤nh n o c­t nhau ð �iºm khæng ph£i l  �iºm mót cõa méi c¤nh. H¼nh v³ nh÷
vªy �÷ñc gåi l  mët biºu di¹n ph¯ng cõa �ç thà.

7.1 Cæng thùc Euler

�ành lþ 19 (Cæng thùc Euler v· �ç thà ph¯ng − li¶n thæng). Cho G l  mët �ìn �ç thà ph¯ng
li¶n thæng vîi e c¤nh, v �¿nh. Gåi r l  sè mi·n (regions) trong biºu di¹n ph¯ng cõa G. Khi �â:
r = e− v + 2 hay v − e+ r = 2.

H» qu£. Cho G l  mët �ìn �ç thà ph¯ng li¶n thæng vîi e c¤nh v  v �¿nh; v ≥ 3. Khi �â:
e ≤ 3v − 6.
H» qu£. Cho G l  mët �ìn �ç thà ph¯ng li¶n thæng câ e c¤nh, v �¿nh; v ≥ 3 v  khæng câ chu
tr¼nh �ë d i 3. Khi �â e ≤ 2v − 4.
H» qu£. Cho G l  mët �ìn �ç thà ph¯ng li¶n thæng câ e c¤nh, v �¿nh th¼ G ph£i câ ½t nh§t
mët �¿nh w câ d(v) ≤ 5.

�ành lþ 20 (Cæng thùc Euler v· �ç thà ph¯ng b§t ký). Cho G l  mët �ìn �ç thà ph¯ng vîi
e c¤nh, v �¿nh v  câ k ≥ 1 th nh ph¦n li¶n thæng. Gåi r l  sè mi·n (regions) trong biºu di¹n
ph¯ng cõa G. Khi �â:

v − e+ r = k + 1

�¥y ch½nh l  cæng thùc Euler cho mët �ç thà ph¯ng b§t ký.

7.2 �i·u ki»n c¦n v  �õ �· �ç thà l  ph¯ng

Nh­c l¤i ph²p ph¥n chia sì c§p cõa �ç thà: Cho G l  mët �ç thà, n¸u bä �i c¤nh ab cõa G v 
th¶m v o �¿nh mîi c còng vîi 2 c¤nh ac v  cb. Ph²p to¡n �â gåi l  ph²p ph¥n chia sì c§p. Hai
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�ç thà nhªn �÷ñc tø còng mët �ç thà b¬ng mët d¢y c¡c ph²p ph¥n chia sì c§p �÷ñc gåi l  �çng
phæi vîi nhau.
D¹ th§y, n¸u G1 v  G2 l  hai �ç thà �çng phæi th¼: G1 ph¯ng ⇔ G2 ph¯ng.

�ành lþ 21 (Kuratowski). �ç thà G l  khæng ph¯ng khi v  ch¿ khi G chùa mët �ç thà con �çng
phæi vîi K3,3 ho°c K5.

8 B i to¡n tæ m u �ç thà

8.1 Tæ m u �ç thà (�¿nh)

a) �ành ngh¾a (tæ m¦u �¿nh)
Ø Tæ m u mët �ìn �ç thà l  vi»c g¡n m u cho c¡c �¿nh cõa nâ sao cho hai �¿nh li·n k· câ m u
kh¡c nhau. Méi �ç thà câ thº câ nhi·u c¡ch tæ m u kh¡c nhau.
Ø Sè m u hay s­c sè (Chromatic number) cõa mët �ç thà G l  sè m u tèi thiºu c¦n thi¸t �º
tæ m u G. Kþ hi»u: χ(G).

b) C¡c �ành lþ

�ành lþ 22. Måi �ìn �ç thà �¦y �õ Kn �·u câ: χ(Kn) = n.

�ành ngh¾a 11. Klikk cõa mët �ç thà l  mët �ç thà con �¦y �õ cõa G. Ta k½ hi»u ω(G) l  sè
�¿nh lîn nh§t cõa c¡c Klikk cõa G.

�ành lþ 23. Måi chu tr¼nh �ë d i l´ �·u câ s­c sè l  3.

�ành lþ 24. N¸u G câ chùa mët �ç thà con �¯ng c§u vîi Kn th¼ χ(G) ≥ n.

Chó þ:
Ø N¸u G′ l  mët �ç thà con cõa G th¼ χ(G) ≥ χ(G′).
Ø N¸u dòng k m u �º tæ m u G th¼ khæng c¦n quan t¥m �¸n nhúng �¿nh câ bªc nhä hìn k.

�ành lþ 25. Mët �ìn �ç thà G = (V,E) câ thº tæ b¬ng 2 m u khi v  ch¿ khi nâ khæng câ chu
tr¼nh �ë d i l´.

Kþ hi»u. Cho �ç thà G. K½ hi»u ∆(G) gi¡ trà lîn nh§t cõa c¡c bªc cõa c¡c �¿nh trong �ç thà.

�ành lþ 26. Cho �ç thà G b§t k¼. Khi �â χ(G) ≤ χ(G) + 1.

�ành lþ 27 (Brooks). Trong mët �ç thà khæng �¦y �õ v  khæng l  chu tr¼nh l´, χ(G) ≤ ∆(G)
thäa m¢n.

c) Ki¸n t¤o v  �ành lþ cõa Mycielski
Ki¸n t¤o.
Quy n¤p. Gi£ sûG(V,E) �¢ thäa m¢n �i·u ki»n n¶u ð tr¶n v  vîi c¡c �¿nh V (Gk) = {v1, . . . ., vn}.
Ta cho t÷ìng ùng �ç thà �÷ñc kþ hi»u l  M(Gk) l  �ç thà chùa G. Ta s³ x¥y düng Gk+1. Còng
c¡c �¿nh {v1, . . . ., vn} ta l§y th¶m (n+ 1) �¿nh kh¡c núa sao cho vîi méi vi câ t÷ìng ùng mët
�¿nh ui m  c¡c l¡ng gi·ng cõa nâ ch½nh l  c¡c l¡ng gi·ng cõa vi. �¿nh thù (n+ 1) �÷ñc nèi vîi
méi �¿nh ui kh¡c nh÷ng khæng nèi vîi mët �¿nh vi n o.

�ành lþ 28. Vîi måi sè nguy¶n K ≥ 2 tçn t¤i �ç thà Gk sao cho ω(G) = 2 v  χ(Gk) = k.
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Ghi chó: Sû döng mæ h¼nh Mycielski trong chùng minh.

d) �ành lþ bèn m¦u.

�ành lþ 29 (�ành lþ bèn m u − �ành lþ Appel-Haken, 1976). Måi �ç thà ph¯ng �·u câ s­c sè
khæng lîn hìn 4.

�ành lþ n y l  �ành lþ �¦u ti¶n �÷ñc chùng minh vîi sü hé trñ cõa m¡y vi t½nh.

Thuªt to¡n Welch-Powell v· tæ m u �ç thà
�º tæ m u mët �ç thà G, ta câ thº sû döng thuªt to¡n Welch-Powell nh÷ sau:
Ø S­p x¸p c¡c �¿nh G theo bªc gi£m d¦n.
Ø Dòng mët m u �º tæ �¿nh �¦u ti¶n v  công dòng m u n y �º tæ m u c¡c �¿nh li¶n ti¸p trong
danh s¡ch m  khæng k· vîi �¿nh �¦u ti¶n.
Ø B­t �¦u trð l¤i �¦u danh s¡ch, tæ m u thù hai cho �¿nh ch÷a �÷ñc tæ v  lªp l¤i qu¡ tr¼nh
tr¶n cho �¸n khi t§t c£ c¡c �¿nh �·u �÷ñc tæ m u.
Ø Chó þ: Thuªt to¡n Welch-Powell ch÷a cho ta s­c sè cõa mët �ç thà G, nâ ch¿ gióp ta mët
c¡ch ti¸p cªn �º t¼m s­c sè cõa mët �ç thà. �º t¼m s­c sè cõa mët �ç thà th¼ sau khi tæ m u
xong ta ph£i sû döng c¡c �ành lþ, c¡c t½nh ch§t �¢ håc cõa lþ thuy¸t �ç thà �º kh¯ng �ành sè
m u �÷ñc dòng l  ½t nh§t v  tø �â suy ra s­c sè cõa �ç thà. B i to¡n t¼m s­c sè cõa mët �æ thà
l  mët b i to¡n khâ v  khæng ph£i �ç thà n o công t¼m �÷ñc s­c sè cõa nâ mët c¡ch d¹ d ng.

8.2 Tæ m¦u c¤nh

�ành ngh¾a 12. C¡c c¤nh cõa mët �ç thà G câ thº sìn b¬ng k m u n¸u méi c¤nh �·u �÷ñc
sìn b¬ng mët trong c¡c m u �¢ cho v  c¡c c¤nh li·n nhau câ m u kh¡c nhau. Gi¡ trà k nhä
nh§t �º �ç thà G câ thº sìn − c¤nh b¬ng k m u gåi l  s­c sè − c¤nh cõa G v  k½ hi»u χe(G).

�ành lþ 30. Vîi måi �ç thà ∆(G) ≤ χe(G).

�ành lþ 31 (Vizing). χe(G) ≤ ∆(G) + 1 vîi måi �ìn �ç thà G.

�ành lþ v· s­c sè − c¤nh cõa �ç thà hai ph½a (�ànhlþ Konig).

�ành lþ 32. N¸u G l  �ç thà hai ph½a khi �â χe(G) = ∆(G).

�ç thà ho n h£o

�ành ngh¾a 13. Mët �ç thà G �÷ñc gåi l  ho n h£o n¸u χ(G) = ∆(G) v  χe(G
′) = ∆(G′) vîi

måi �ç thà khung G′ cõa G.

�ành lþ 33. Måi �ç thà hai ph½a l  ho n h£o.

�ành lþ m¤nh cõa �ç thà ho n h£o

�ành lþ 34. Mët �ç thà G l  ho n h£o khi v  ch¿ khi G v  G − ph¦n bò cõa G khæng chùa �ç
thà khung l  chu tr¼nh l´.

�ành lþ 35 (Lovasz). �ç thi G ho n h£o n¸u ph¦n bò G cõa nâ ho n h£o.

T½nh ho n h£o cõa c¡c �ç thà − �o¤n th¯ng
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�ành ngh¾a 14. Cho I1 = [a1, b1]; I2 = [a2, b2]; . . . .. l  c¡c �o¤n th¯ng �âng, húu h¤n vîi
ai, bi l  c¡c sè nguy¶n. Cho p1, p2, . . . l  c¡c �¿nh cõa mët �ç thà G, {pi, pj} (pi, pj �÷ñc nèi
vîi nhau trong G) n¸u Ii ∩ Ij 6= 0. Nhúng �ç thà �÷ñc t¤o th nh nh÷ vªy gåi l  �ç thà cõa c¡c
�o¤n th¯ng hay �ç thà �o¤n th¯ng.

�ành lþ 36. T§t c£ c¡c �ç thà �o¤n th¯ng l  ho n h£o.

9 Mët sè kh¡i ni»m cì b£n v· c¥y

9.1 C¥y (Tree), Røng (Forest)

a) Mð �¦u

�ành ngh¾a 15. C¥y l  mët �ç thà væ h÷îng, li¶n thæng v  khæng câ chu tr¼nh sì c§p.

Do c¥y khæng câ chu tr¼nh sì c§p, n¶n c¥y khæng thº câ c¤nh bëi v  khuy¶n. Vªy måi c¥y l 
�ìn �ç thà.

�ành ngh¾a 16. Røng l  �ç thà væ h÷îng khæng câ chu tr¼nh.

Tø �ành ngh¾a, ta th§y røng l  mët �ç thà câ nhi·u th nh ph¦n li¶n thæng m  méi th nh ph¦n
li¶n thæng cõa nâ l  mët c¥y.

�ành lþ 37 (V· �i·u ki»n �õ cõa c¥y). N¸u trong �ç thà væ h÷îng G, måi c°p �¿nh cõa nâ
luæn tçn t¤i mët �÷íng �i sì c§p duy nh§t th¼ G l  mët c¥y.

b) Mët sè kh¡i ni»m v· c¥y câ gèc

�ành ngh¾a 17. Trong mët c¥y, n¸u ta chån mët �¿nh �°c bi»t gåi l  gèc cõa c¥y v  �ành
h÷îng c¡c c¤nh tr¶n c¥y tø gèc �i ra th¼ ta �÷ñc mët �ç thà câ h÷îng gåi l  c¥y câ gèc.

Ø Chó þ: Còng mët c¥y, n¸u ta chån gèc kh¡c nhau th¼ c¥y câ gèc thu �÷ñc s³ kh¡c nhau.

Cho T l  mët c¥y câ gèc, v l  mët �¿nh kh¡c gèc cõa T .
Ø Cha cõa v l  �¿nh u ∈ T sao cho câ mët c¤nh câ h÷îng duy nh§t tø u→ v. Khi �â, u �÷ñc
gåi l  cha cõa v; v l  con cõa u.
Ø C¡c �¿nh câ còng cha �÷ñc gåi l  anh em.
Ø Tê ti¶n cõa mët �¿nh kh¡c gèc l  c¡c �¿nh tr¶n �÷íng �i tø gèc �¸n �¿nh �â.
Ø Con ch¡u cõa v l  c¡c �¿nh câ v l  tê ti¶n.
Ø C¡c �¿nh cõa c¥y khæng câ con �÷ñc gåi l  l¡.
Ø C¡c �¿nh câ con �÷ñc gåi l  �¿nh trong.
Ø Trong mët c¥y, cho a l  mët �¿nh. C¥y con vîi gèc a l  �ç th¼ con cõa c¥y �ang x²t, bao
gçm a v  c¡c con ch¡u cõa nâ còng t§t c£ c¡c c¤nh li¶n thuëc vîi c¡c con ch¡u cõa a.
Ø Mùc cõa mët �¿nh v trong mët c¥y câ gèc T l  kho£ng c¡ch tø gèc �¸n v.
Ø Mùc lîn nh§t cõa mët �¿nh b§t ký trong c¥y gåi l  chi·u cao cõa c¥y.

c) �ành lþ Daisy Chain

�ành lþ 38. Gi£ sû T l  mët �ç thà câ n �¿nh. Khi �â, 6 m»nh �· sau l  t÷ìng �÷ìng:
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9.2 C¥y nhà ph¥n v  ph²p duy»t c¥y Sigma - MATHS

1) T l  mët c¥y.

2) T khæng câ chu tr¼nh v  câ n− 1 c¤nh.

3) T l  mët �ç thà li¶n thæng v  n¸u hõy b§t ký mët c¤nh n o cõa nâ công l m m§t t½nh li¶n
thæng.

4) Giúa 2 �¿nh b§t ký cõa T , luæn tçn t¤i mët �÷íng �i sì c§p duy nh§t nèi 2 �¿nh n y.

5) T khæng câ chu tr¼nh v  n¸u th¶m mët c¤nh mîi nèi 2 �¿nh b§t ký cõa T th¼ s³ t¤o ra
mët chu tr¼nh.

6) T li¶n thæng v  câ n− 1 c¤nh.

�ành ngh¾a 18 (C¥y m − ph¥n). C¥y câ gèc �÷ñc gåi l  c¥y m − ph¥n n¸u t§t c£ c¡c �¿nh
trong cõa nâ khæng câ hìn m con. C¥y �÷ñc gåi l  m − ph¥n �¦y �õ n¸u måi �¿nh trong cõa
nâ câ �óng m con.

C¥y 2 − ph¥n �÷ñc gåi l  c¥y nhà ph¥n.

d) Mët sè t½nh ch§t cõa c¥y

T½nh ch§t 1. N¸u T l  mët c¥y câ n �¿nh (n ≥ 2) th¼ T ph£i câ ½t nh§t 2 �¿nh treo.

T½nh ch§t 2. C¥y m− ph¥n �¦y �õ vîi i �¿nh trong s³ câ t§t c£ n = m · i+ 1 �¿nh.

T½nh ch§t 3. Cho T l  c¥y m− ph¥n �¦y �õ câ i l  sè c¡c �¿nh trong v  l l  sè c¡c l¡ cõa
�¿nh n y. Ta câ:

1) N¸u T câ n �¿nh th¼ i =
n− 1

m
; l =

(m− 1)n+ 1

m

2) T câ i �¿nh trong th¼ n = m · i+ 1; l = (m− 1)i+ 1

3) T câ l l¡ th¼ n = m · i+ 1 v  n = l + i.

9.2 C¥y nhà ph¥n v  ph²p duy»t c¥y

�ành ngh¾a 19. Duy»t c¥y l  �÷a ra mët danh s¡ch li»t k¶ t§t c£ c¡c �¿nh cõa c¥y, méi
�¿nh mët l¦n. Câ 3 ph²p duy»t c¥y th÷íng dòng l  duy»t ti·n tü (PreOrder), duy»t trung tü
(InOrder) v  duy»t hªu tü (PostOrder). C£ ba ph÷ìng ph¡p duy»t tr¶n �·u �÷ñc �ành ngh¾a
�» quy �èi vîi c¥y nhà ph¥n (méi nót câ tèi �a 2 con l¦n l÷ñt �÷ñc gåi l  con tr¡i v  con ph£i
cõa nót).

�ành ngh¾a 20 (Ph²p duy»t ti·n tü (PreOrder)).

1) Duy»t nót gèc.

2) Duy»t con tr¡i theo ph÷ìng ph¡p duy»t ti·n tü.

3) Duy»t con ph£i theo ph÷ìng ph¡p duy»t ti·n tü.

�ành ngh¾a 21 (Ph²p duy»t trung tü (InOrder)).
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9.3 Kþ ph¡p nghàch �£o Ba Lan (Reverse Polish Notation − RPN) Sigma - MATHS

1) Duy»t con tr¡i theo ph÷ìng ph¡p duy»t trung tü.

2) Duy»t nót gèc.

3) Duy»t con ph£i theo ph÷ìng ph¡p duy»t trung tü.

�ành ngh¾a 22 (Ph²p duy»t hªu tü (PostOrder)).

1) Duy»t con tr¡i theo ph÷ìng ph¡p duy»t hªu tü.

2) Duy»t con ph£i theo ph÷ìng ph¡p duy»t hªu tü.

3) Duy»t nót gèc.

9.3 Kþ ph¡p nghàch �£o Ba Lan (Reverse Polish Notation − RPN)

C¥y biºu thùc sè håc
C¥y biºu thùc sè håc l  mët c¥y nhà ph¥n, trong �â:

+ Méi nót trong biºu di¹n cho mët to¡n tû 2 ngæi θ.

+ Méi nót l¡ biºu di¹n cho mët to¡n h¤ng cõa biºu thùc.

N¸u nót trong biºu di¹n cho to¡n tû 2 ngæi θ v  câ 2 con:

+ Con tr¡i biºu di¹n cho biºu thùc E1,

+ Con ph£i biºu di¹n cho biºu thùc E2,

khi �â nót trong n y biºu di¹n cho biºu thùc sè håc E1 θ E2.

9.4 C¥y khung

a) Mð �¦u
Cho G l  mët �ìn �ç thà. Mët c¥y �÷ñc gåi l  c¥y khung cõa G n¸u nâ l  mët �ç thà con cõa
G v  chùa t§t c£ c¡c �¿nh cõa G.

�ành lþ 39. Mët �ìn �ç thà l  li¶n thæng khi v  ch¿ khi nâ câ c¥y khung.

�ành ngh¾a 23 (C¥y khung b² nh§t). C¥y khung nhä nh§t trong mët �ç thà li¶n thæng, câ
trång sè l  mët c¥y khung câ têng trång sè tr¶n c¡c c¤nh cõa nâ l  nhä nh§t.

b) Thuªt to¡n Prim
Thuªt to¡n Prim �÷ñc giîi thi»u l¦n �¦u ti¶n v o n«m 1957. Thuªt to¡n Prim �÷ñc dòng �º
t¼m c¥y khung nhä nh§t trong mët �ç thà li¶n thæng câ trång sè.
Thuªt to¡n Prim b­t �¦u b¬ng vi»c chån mët c¤nh b§t ký câ trång sè nhä nh§t, �°t nâ v o
c¥y khung. Sau �â, l¦n l÷ñt gh²p v o c¥y c¡c c¤nh câ trång sè nhä nh§t li¶n thuëc vîi mët
�¿nh cõa c¥y v  khæng t¤o ra chu tr¼nh trong c¥y. Thuªt to¡n døng l¤i khi (n− 1) c¤nh �÷ñc
gh²p v o c¥y.
Ø Chó þ: Câ nhi·u hìn mët c¥y khung nhä nh§t ùng vîi mët �ç thà li¶n thæng v  câ trång sè.
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9.4 C¥y khung Sigma - MATHS

c) Thuªt to¡n Kruskal
�º t¼m c¥y khung nhä nh§t cõa mët �ìn �ç thà li¶n thæng câ trång sè. Ta cán câ thº dòng
thuªt to¡n Kruskal.
�º thüc hi»n thuªt to¡n Kruskal, ta xu§t ph¡t tø vi»c chån c¤nh câ trång sè nhä nh§t cõa �ç
thà. Sau �â l¦n l÷ñt gh²p th¶m v o c¡c c¤nh câ trång sè tèi thiºu v  khæng t¤o th nh chu tr¼nh
vîi c¡c c¤nh �¢ �÷ñc chån. Thuªt to¡n døng l¤i khi (n− 1) c¤nh �÷ñc chån.
Ø Sü kh¡c nhau giúa thuªt to¡n Prim v  thuªt to¡n Kruskal.

− Trong thuªt to¡n Prim, ta chån c¡c c¤nh câ trång sè nhä nh§t, li¶n thæng vîi c¡c �¿nh
�¢ thuëc c¥y v  khæng t¤o ra chu tr¼nh.

− Trong thuªt to¡n Kruskal, ta chån c¡c c¤nh câ trång sè tèi thiºu m  khæng nh§t thi¸t
ph£i li¶n thuëc vîi c¡c �¿nh cõa c¥y v  khæng t¤o ra chu tr¼nh.
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Ph¦n III

Lþ Thuy¸t �ç Thà III

10 �ành lþ Hall v  c¡c �ành lþ li¶n quan

10.1 �ç thà hai ph½a (l÷ïng ph¥n)

�ành ngh¾a 24. Mët �ç thà G l  �ç thà hai ph½a n¸u c¡c �¿nh cõa G �÷ñc chia th nh hai tªp
hñp A v  B, sao cho c¡c c¤nh cõa G nèi c¡c �¿nh cõa A vîi c¡c �¿nh cõa B.
K½ hi»u: G(A, B, E).

Mèi quan h» vîi c¡c chu tr¼nh l´.

�ành lþ 40. Mët �ç thà l  hai ph½a khi v  ch¿ khi khæng chùa chu tr¼nh l´.

10.2 K¸t �æi trong �ç thà hai ph½a

�ành ngh¾a 25. Trong mët �ìn �ç thà mët tªp hñp c¡c c¤nh �÷ñc gåi l  k¸t �æi n¸u chóng
khæng câ �¿nh chung. Nhúng c¤nh nh÷ vªy �÷ñc gåi l  c¤nh �ëc lªp.

�ành ngh¾a 26. N¸u k¸t �æi M phõ k½n t§t c£ c¡c �¿nh cõa G, th¼ ta gåi M l  k¸t �æi to n
ph¦n.

10.3 Ph÷ìng ph¡p �÷íng �i c£i thi»n (c£i ti¸n)

Cæng döng cõa ph÷ìng ph¡p n y l  kiºm tra mët k¶t �æi �¢ cüc �¤i (maximal) ch÷a v  n¸u
ch÷a th¼ câ thº n¥ng ti¸p ra sao.
G(A,B,E) l  �ç thà hai ph½a cho tr÷îc, trong �â �¢ câ mët k¸t �æi M . Minh håa c¡c c¤nh
trong M l  c¡c �÷íng nèi li¶n töc, c¡c c¤nh kh¡c l  �÷íng �ùt �o¤n (ch§m ch§m). N¸u xu§t
ph¡t tø mët �¿nh A ch÷a bà phõ bði k¸t �æi M câ thº �i �¸n �¿nh B công ch÷a bà phõ b¬ng
�÷íng �i qua c¡c c¤nh �ùt qu¢ng rçi li¶n töc thay �êi nhau l¦n l÷ñt, khi �â ta mð rëng �÷ñc
k¸t �æi b¬ng c¡ch chuyºn c¡c c¤nh tr¶n �÷íng �i n y tø �ùt �o¤n sang li¶n töc v  tø li¶n töc
sang �ùt �o¤n. N¸u khæng t¼m th§y �÷íng �i sûa chúa th¼ k¸t �æi �â l  cüc �¤i (maximal).

�ành ngh¾a 27. Tªp c¡c �¿nh l¥n cªn cõa X ∈ V (G) k½ hi»u l  N(X).

Ghi chó: N(X) l  tªp c¡c �¿nh y �÷ñc nèi bði mët c¤nh mët �¦u l  y v  �¦u kia l  mët �¿nh
thuëc X.

�ành lþ 41 (Hall). Mët �ç thà hai ph½a G(A,B,E) câ k¸t �æi phõ k½n tªp A khi v  ch¿ khi
|N(X)| ≥ |X| vîi måi tªp con X ⊆ A (�i·u ki»n n y �÷ñc gåi l  �i·u ki»n Hall).

�ành lþ 42 (Frobenius). Mët �ç thà hai ph½a G(A,B,E) câ k¸t �æi ho n to n A khi v  ch¿ khi
|A| = |B| v  |N(X)| ≥ |X| vîi måi tªp con X ⊆ A.
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11 C¡c �ành lþ Konig, Tutte, Gallai

11.1 �ành l½ Konig

�ành ngh¾a 28. K½ hi»u ν(G) l  sè c¤nh �ëc lªp cüc �¤i câ thº t¼m th§y trong �ç thà G.

�ành ngh¾a 29. Tªp X ⊆ V (G) �÷ñc gåi l  tªp �¿nh chèt ch°n, n¸u c¡c c¤nh cõa G câ ½t
nh§t mët �¦u n¬m trong X. Gi¡ trà cüc tiºu cõa sè c¡c �¿nh chèt ch°n trong G �÷ñc k½ hi»u
l  τ(G).

�ành ngh¾a 30. Tªp Y ⊆ E(G) �÷ñc gåi l  tªp c¤nh phõ, n¸u c¡c �¿nh cõa G �·u bà phõ bði
Y (l  �¦u cõa ½t nh§t mët c¤nh thuëc Y ). Gi¡ trà cüc tiºu cõa sè c¡c c¤nh phõ trong G �÷ñc
k½ hi»u l  ρ(G).

Tªp X ⊆ V (G) �÷ñc gåi l  tªp �¿nh �ëc lªp, n¸u X khæng chùa c¡c �¿nh l¥n cªn. Gi¡ trà cüc
�¤i cõa sè c¡c �¿nh �ëc lªp trong G �÷ñc k½ hi»u l  α(G).

�ành lþ 43 (Konig). N¸u G(A,B,E) l  �ç thà hai ph½a th¼:

+ ν(G) = τ(G) − tùc l  max sè c¤nh �ëc lªp b¬ng min sè �¿nh chèt ch°n.

+ α(G) = ρ(G) n¸u khæng câ �¿nh cæ �ëc − tùc l  Max sè �¿nh �ëc lªp b¬ng Min sè c¤nh
phõ (�ç thà khæng chùa �iºm cæ �ëc).

11.2 K¸t �æi trong �ç thà b§t k¼, �ành lþ Tutte, �ành lþ Gallai

�ành ngh¾a 31. Cho �ç thà. Ng÷íi ta k½ hi»u b¬ng cp(H) l  sè c¡c th nh ph¦n l´ (th nh ph¦n
câ chùa sè �¿nh l  sè l´) cõa H.

�ành lþ 44 (Tutte). Trong mët �ç thà tçn t¤i mët keyt �æi to n ph¦n khi v  ch¿ khi n¸u vîi
måi X ⊆ V (G) th¼ cp(G−X) ≤ |X|, tùc l  cho dò ta bä mët sè �iºm cõa �ç thà th¼ trong ph¦n
cán l¤i sè c¡c th nh ph¦n l´ luæn khæng lîn hìn sè �iºm �¢ bä �i.

�ành lþ 45 (Gallai).

1) τ(G) + α(G) = |V (G)| vîi G l  �ç thà khæng chùa c¡nh xuy¸n.

2) ν(G) + ρ(G) = |V (G)| vîi G l  �ç thà khæng chùa �iºm cæ lªp.

12 M¤ng v  dáng ch£y

�ành ngh¾a 32. Cho G l  mët �ç thà câ h÷îng. Méi c¤nh cõa �ç thà �÷ñc câ t÷ìng ùng mët
gi¡ trà thüc khæng ¥m �÷ñc gåi l  cæng su§t cõa c¤nh (hay èng d¨n). Ta cán ch¿ ra hai �¿nh
s v  t, gåi l  s = s£n xu§t v  t = ti¶u thö. Bë 4 th nh sè li»u n y (G, s, t, c) �÷ñc gåi l  mët
m¤ng.

12.1 Dáng ch£y

Cho f(e) l  l÷u l÷ñng ch£y trong èng e. H m f �÷îc gåi l  �÷ñc ph²p n¸u f(e) ≤ c(e) v  cho
m(v) =

∑
{f(e) |�iºm cuèi cõa e l  v} −

∑
{f(e) | �iºm �¦u cõa e l  v} = 0, tùc l  t¤i mët

�iºm v ∈ V v  kh¡c s, t, l÷ñng ch£y v o v  ch£y ra l  b¬ng nhau. Mët h m �÷ñc ph²p nh÷ vªy
t¤o n¶n mët dáng ch£y.
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12.2 Gi¡ trà dáng ch£y Sigma - MATHS

12.2 Gi¡ trà dáng ch£y

�ành ngh¾a 33. Tø tr¶n ta suy ra �÷ñc m(s) = −m(t). Gi¡ trà chung n y �÷ñc gåi l  gi¡ trà
cõa dáng ch£y. Kþ hi»u: mf .

Ghi chó: Mët c¤nh (èng d¨n) e trong dáng ch£y �÷ñc gåi l  �¦y ­p n¸u f(e) = c(e) v  �÷ñc
gåi l  vìi n¸u m(e) < c(e).

12.3 L¡t c­t

�ành ngh¾a 34. Cho X ∈ V (G), s ∈ X v  t /∈ X. C¡c c¤nh câ mët �¦u thuëc X v  mët �¦u
kia thuëc {(V (G)−X} th¼ �÷ñc gåi l  l¡t c­t − (s, t).

Cæng su§t l¡t c­t.

�ành ngh¾a 35. Cæng su§t cõa nh¡t c­t l  têng cæng xu§t tr¶n c¡c c¤nh �i ra tø X v  �¸n
mët �iºm thuëc {(V (G)−X} (nhúng c¤nh nh÷ th¸ n y �÷ñc gåi l  c¡c c¤nh ra, nh÷ vªy c¡c
c¤nh �i v o X khæng �÷ñc x¸p v o l¡t c­t).

Kþ hi»u: c(C).

12.4 Thuªt to¡n t¼m dáng ch£y cüc �¤i v  l¡t c­t cüc tiºu

B.0 Dáng ch£y f ≡ 0.

B.1 L§y dáng ch£y f ′ thay cho f n¸u f ′ > f �óng, lªp l¤i qu¡ tr¼nh n y cho �¸n khi n o câ
thº, tùc l  ta thû x¡c �ành mët dáng ch£y cüc �¤i tø s v o t.

B.2 H¢y v³ mët �ç thà b£o trñ Hf vîi c¡c t½nh ch§t sau �¥y: (�ç thà cõa ta l  G, e ∈ E(G),
e′ ∈ E(Hf ), u, v ∈ V (G))
* V (Hf ) = V (G) tùc l  �¿nh cõa G v  Hf tròng nhau.
* N¸u e = uv v  f(e) < c(e), khi �â e′ := uv, �i·u n y câ ngh¾a l  khi trong G gi¡ trà cõa
dáng ch£y trong e nhä hìn cæng su§t c(e) khi �â trong Hf câ c¤nh �i tø u �¸n v.
* N¸u e = uv v  f(e) > 0, khi �â e′ := vu tùc l  khi trong G c¤nh uv câ gi¡ trà lîn hìn
0, khi �â trong Hf câ c¤nh �÷ñc ch¤y �quay l¤i� tø v v· u.

B.3 Khi m  trong Hf tçn t¤i �÷íng �i câ h÷îng tø s �¸n t (�÷íng n y �÷ñc gåi l  �÷íng c£i
thi»n), khi �â câ thº l m t«ng gi¡ trà cõa dáng ch£y. Ta x²t trong �ë th¼ G �¦u ti¶n �¤i
l÷ñng minimum n o câ thº l m cho gi¡ trà dáng ch£y cõa �÷íng c£i thi»n �÷ñc t«ng l¶n
(t«ng gi¡ trà �c¤nh ti¶n phong�, gi£m gi¡ trà �c¤nh quay �¦u�). Sau �â ta t«ng gi¡ trà cõa
dáng ch£y tr¶n c¡c c¤nh rçi sau �â quay l¤i b÷îc 2, ti¸p töc t¼m c¡c �÷íng �i c£i thi»n
mîi.

B.4 N¸u khæng tçn t¤i c¡c �uíng �i c£i thi»n, khi �â ta t¼m �÷ñc dáng ch£y cüc �¤i tø s �¸n
t.
L¡t c­t cüc tiºu ch½nh l  tªp hñp c¡c �¿nh tø s câ thº �¤t �÷ñc tr¶n �ç thà bê trñ.

�ành lþ 46 (Ford − Fulkerson). Gi¡ trà cõa dáng ch£y cüc �¤i b¬ng cæng su§t cõa l¡t c­t cüc
tiºu, tùc l : Max{mf | f l  dáng ch£y tø s �¸n t} = min{c(C) | C l¡t c­t}

�ành lþ 47 (Edmond − Karp). N¸u ta luæn luæn chån mët trong c¡c �÷íng �i c£i thi»n ng­n
nh§t, th¼ sau húu h¤n b÷îc thuªt to¡n s³ døng l¤i.
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12.5 Bê �· c¡c gi¡ trà nguy¶n

Bê �·: N¸u c¡c cæng su§t l  c¡c sè nguy¶n, khi �â gi¡ trà cõa mf l  sè nguy¶n v  thüc hi»n
�÷ñc b¬ng mët dáng ch£y m  tr¶n c¡c c¤nh �·u l§y gi¡ trà nguy¶n.

Têng qu¡t hâa v§n �· dáng ch£y

V½ dö 1. C¡i g¼ s³ x©y ra n¸u câ nhi·u nguçn cung v  nhi·u ti¶u thö?

T¤o n¶n mët si¶u �¯ng Nguçn cung - SUPER (S) v  mët si¶u �¯ng ti¶u thö (T ) �÷ñc nèi vîi
c¡c nguçn cung v  ti¶u thö vîi nhúng èng d¨n câ cæng su§t væ còng. Vîi �ç thà mîi n y ta t¼m
dáng ch£y cüc �¤i tø S �¸n T , n¸u t¼m th§y, ta xâa hai �iºm S v  T .

V½ dö 2. �i·u g¼ x£y ra khi c¡c �¿nh công câ cæng su§t?

�i·u n y câ ngh¾a l  c¡c cæng su§t �¦u v o khæng �÷ñc v÷ñt qu¡ cæng su§t - �sùc chùa� cõa
�iºm. Khi �â ta quay v· t¼nh tr¤ng truy·n thèng. N¸u mët �iºm v câ cæng su§t k, ng÷íi ta
thay v b¬ng hai �iºm �÷ñc nèi vîi nhau b¬ng èng d¨n cæng su§t k v  mët �¦u èng l  c¡c c¤nh
v o v  �¦u kia l  nhúng c¤nh ra.

V½ dö 3. �i·u g¼ x£y ra khi câ c¤nh væ h÷îng?

Ta thay c¤nh væ h÷îng b¬ng hai c¤nh ri¶ng bi»t ng÷ñc chi·u nhau câ còng cæng su§t. Khi x¡c
�ành cæng su§t v  chi·u cõa c¤nh væ h÷îng, ta l§y hi»u gi¡ trà cæng su§t cõa hai c¡i c¤nh v 
chi·u l  chi·u cõa c¤nh câ gi¡ trà lîn hìn l m gi¡ trà cho c¤nh væ h÷îng �¦u ti¶n.

13 �ành lþ Menger

�ành ngh¾a 36. Trong �ç thà G câ h÷îng ho°c væ h÷îng nhúng �÷íng �i P v  Q ch¤y tø �¿nh
u �¸n �¿nh v �÷ñc gåi l  câ c¤nh bi»t lªp n¸u E(P ) ∩ E(Q) = ∅.

�ành ngh¾a 37. Trong �ç thà G câ h÷îng ho°c væ h÷îng nhúng �÷íng �i P v  Q ch¤y tø �¿nh
u �¸n �¿nh v �÷ñc gåi l  câ �¿nh bi»t lªp n¸u V (P ) ∩ V (Q) = {u, v}.

�ành lþ 48 (Menger I). N¸u u v  v l  hai �¿nh kh¡c nhau cõa �ç thà câ h÷îng G, khi �â sè
cüc �¤i nhúng �÷íng �i u→ v câ c¤nh bi»t lªp b¬ng èæ minimum c¡c c¤nh chèt giú c¡c �÷íng
�i u→ v.

�ành lþ 49 (Menger II). N¸u u v  v l  hai �¿nh kh¡c nhau khæng k· nhau cõa �ç thà câ h÷îng
G, khi �â sè cüc �¤i nhúng �÷íng �i u→ v câ �¿nh bi»t lªp b¬ng sè minimum c¡c �¿nh kh¡c u
v  v chèt giú c¡c �÷íng �i u→ v.

�ành lþ 50 (Menger III). N¸u u v  v l  hai �¿nh kh¡c nhau cõa �ç thà væ h÷îng G, khi �â sè
cüc �¤i nhúng �÷íng �i u→ v câ c¤nh bi»t lªp b¬ng sè minimum c¡c c¤nh chèt giú c¡c �÷íng
�i u→ v.

�ành lþ 51 (Menger IV). N¸u u v  v l  hai �¿nh kh¡c nhau khæng k· nhau cõa �ç thà væ h÷îng
G, khi �â sè cüc �¤i nhúng �÷íng �i u→ v câ �¿nh bi»t lªp b¬ng sè minimum c¡c �¿nh kh¡c u
v  v chèt giú c¡c �÷íng �i u→ v.

�a li¶n thæng v  kh¡i ni»m li¶n thæng c¤nh
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�ành ngh¾a 38. Mët �ç thà væ h÷îng �÷ñc gåi l  li¶n thæng (�¿nh) k − l¦n n¸u G câ minimum
k + 1 �¿nh, v  n¸u bä �i b§t k¼ (k − 1) �¿nh n o �â th¼ ph¦n �ç thà cán l¤i v¨n li¶n thæng. Sè
k lîn nh§t �º G v¨n l  li¶n thæng �¿nh k − l¦n �÷ñc k½ hi»u l  κ(G).

�ành ngh¾a 39. Mët �ç thà væ h÷îng �÷ñc gåi l  li¶n thæng c¤nh k-l¦n n¸u bä �i b§t k¼ (k−1)
c¤nh n o tø G th¼ ph¦n �ç thà cán l¤i v¨n li¶n thæng. Sè k lîn nh§t �º G l  li¶n thæng c¤nh k
- l¦n �÷ñc k½ hi»u l  λ(G).

�ành lþ 52 (Menger V). Mët �ç thà G l  li¶n thæng c¤nh k-l¦n khi v  ch¿ khi n¸u giúa hai
�iºm b§t k¼ luæn tçn t¤i k �÷íng �i bi»t lªp c¤nh.

�ành lþ 53 (Menger VI). Mët �ç thà G l  li¶n thæng (�¿nh) k-l¦n khi v  ch¿ khi n¸u giúa hai
�iºm b§t k¼ luæn tçn t¤i k �÷íng �i bi»t lªp �¿nh.

Matrix l¡ng gi·ng cõa �ç thà

�ành ngh¾a 40. Cho G l  �ç thà n - �¿nh, V (G) = {v1, v2, . . . , vn}. Khi �â matrix A(G) k½ch
th÷îc (n× n) �÷ñc gåi l  Matrix l¡ng gi·ng cõa G n¸u vîi måi ph¦n tû ai,j thäa m¢n:

ai,j =


0, n¸u vi v  vj l  hai �¿nh l¡ng gi·ng
k, n¸u giúa vi v  vjccâ �óng k �÷íng bi»t lªp
t, n¸u i = j v  câ �¿nh n y câ �óng t c¤nh khuy¶n �÷ñc mâc v o nâ.

Lôy thøa cõa Matrix l¡ng gi·ng

�ành lþ 54. Cho G l  �ç thà n - �¿nh, V (G) = {v1, v2, . . . , vn} v  A,B l  c¡c matrix (n× n).
N¸u A = A(G) v  B = Ak, khi �â vîi måi bi,j ∈ B �i·u ki»n sau thäa m¢n: bi,j = sè �÷íng tø
vi �¸n vj câ �ë d i �óng b¬ng k.
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