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�æi líi chia s´

Ch¿ 10− 20 n«m núa khi l n sâng cæng ngh» 4.0 s³ �ành h¼nh l¤i c§u tróc cuëc sèng v  x¢ hëi.
C¡i �âi ngh±o �¢ �÷ñc tr£ v· cho qu¡ khù, lóc �â lao �ëng khæng cán l  �º tçn t¤i m  chõ y¸u
nh¬m möc �½ch s¡ng t¤o v  ti¸n bë.

C¡c cæng vi»c s³ tªp trung v o 4 nhâm:

− Ngh» thuªt

− Khoa håc kÿ thuªt

− Dàch vö

− Sùc khäe v  Thº thao

Tòy thuëc kh£ n«ng, con ng÷íi câ thº lüa chån c¡c thº lo¤i cæng vi»c phò hñp. Nh÷ng b§t k¼
cæng vi»c g¼ y¸u tè s¡ng t¤o v  thi �ua s³ �÷ñc �÷a l¶n h ng �¦u.

Chóng tæi chån cæng vi»c chu©n bà h nh trang tri thùc khoa håc kÿ thuªt cho lîp cæng d¥n thíi
�¤i 4.0 l m nhi»m vö ch½nh cõa m¼nh.
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1 H m t¼nh tr¤ng câ gi¡ trà b§t bi¸n

1.1. Tr¶n b n câ 1 tí gi§y. Ta câ thº x² tí gi§y �â l m 10 hay 16 m£nh. Sau �â tø mët m£nh
tr¶n b n vøa �÷ñc x² chóng ta l¤i câ thº x² th nh 10 hay 16 m£nh tòy þ. Sau mët sè thao t¡c
nh÷ vªy chóng ta câ thº �¤t �÷ñc nhúng kh£ n«ng sau �¥y:

a) �óng 400 m£nh b) �óng 399 m£nh c) �óng 22 m£nh

câ ð tr¶n b n?

1.2. Mët con rçng câ 2006 c¡i �¦u phun lûa. Ch ng hi»p s¾ vîi mët nh¡t ki¸m cõa m¼nh câ thº
ch°t 1, 17, 21 ho°c 33 �¦u rçng, khi �â sau méi l¦n rçng måc th¶m ho°c 10, 14, 0, 48 �¦u
kh¡c (ch÷a bà ch°t h¸t). Häi ch ng hi»p s¾ sau mët sè l¦n câ thº ch°t h¸t �¦u rçng hay khæng?

1.3. Câ 2 bèc di¶m, méi l¦n ng÷íi ta l§y �i tø bèc n y v i que di¶m v  cho v o bèc kia mët
sè di¶m g§p �æi sè di¶m vøa l§y. Häi câ thº sau mët sè thao t¡c ta câ thº �¤t �÷ñc möc �½ch
sè que di¶m cõa c£ hai bèc b¬ng nhau khæng n¸u lóc �¦u sè di¶m l 

a) 4 v  34 b) 1 v  3

1.4. Mët �èng säi câ 1001 vi¶n tr¶n b n. Méi thao t¡c ng÷íi ta chån 1 �èng säi câ ½t nh§t 3
vi¶n, vùt �i 1 vi¶n, sè cán l¤i chia th nh hai �èng méi �èng ½t nh§t 1 vi¶n. Häi sau húu h¤n
c¡c thao t¡c nh÷ vªy ng÷íi ta câ thº nhªn �÷ñc c¡c �èng säi méi �èng 3 vi¶n hay khæng?

1.5. Anh câ 11 v  B¼nh câ 7 hán bi ve. N¸u mët ng÷íi mua mët sè bi cho m¼nh th¼ ng÷íi kia
li·n mua sè bi b¬ng 3 l¦n sè bi ng÷íi kia mua. Häi sau mët sè l¦n nh÷ vªy méi ng÷íi câ 50
vi¶n bi hay khæng?

1.6. Tr¶n b n cí 8× 8 ng÷íi ta che hai æ vuæng �èi nhau (v½ dö A1 v  H8). Häi nhúng æ cán
l¤i câ thº phõ k½n b¬ng domino 2× 1 hay khæng?

2 Giîi thi»u h m t¼nh tr¤ng

2.1. Xung quanh b n câ 6 ng÷íi ngçi, trong �â câ 2 ng÷íi tr÷îc m°t méi ng÷íi câ 1 c¡i �¾a.
Giúa 2 ng÷íi �câ �¾a� l¤i câ 1 ng÷íi ngçi. Méi thao t¡c ng÷íi ta l¤i b¦y tr÷îc m°t hai ng÷íi
ngçi c¤nh nhau méi ng÷íi mët c¡i �¾a. Häi sau húu h¤n b÷îc nh÷ vªy sè �¾a câ tr÷îc m°t méi
ng÷íi câ thº b¬ng nhau �÷ñc hay khæng?

2.2. Xung quanh b n câ 6 ng÷íi ngçi, trong �â câ 1 ng÷íi tr÷îc m°t ng÷íi �â câ 6 c¡i �¾a. Méi
thao t¡c ng÷íi ta l¤i l§y tø mët ng÷íi m  câ ½t nh§t 2 c¡i �¾a chia cho mët ng÷íi ngçi c¤nh c£
2 �¾a, ho°c cho hai ng÷íi ngçi b¶n méi ng÷íi 1 c¡i. Häi sau húu h¤n b÷îc nh÷ vªy, tr÷îc m°t
méi ng÷íi câ thº câ mët c¡i �¾a hay khæng?

2.3. C¡c c¥y sçi �ùng th nh váng trán. Tr¶n méi c¥y câ mët con sâc. Sau méi hi»u cái câ hai
con sâc b§t k¼ nh£y sang c¥y b¶n c¤nh. Häi câ khi n o t§t c£ c¡c con sâc ngçi tr¶n còng mët
c¥y hay khæng?

2.4. Ng÷íi ta ghi c¡c sè 1, 2, . . . , 2015 l¶n b£ng. Méi thao t¡c ng÷íi ta xâa hai sè v  thay v o
�â hi»u hai sè �â (hi»u khæng ¥m). L m nh÷ vªy �¸n khi ch¿ cán 1 sè tr¶n b£ng. Häi sè sau
còng n y câ thº l  0 hay khæng?
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2.5 (Ti¸p theo b i tr¶n). B¥y gií thay �êi thao t¡c. Xâa hai sè v  vi¸t thay v o �â

a) sè d÷ cõa hi»u khi chia cho 18

b) sè d÷ cõa hi»u khi chia cho 17

Häi sè cán l¤i cuèi còng câ thº l  0 hay khæng?

2.6. N¸u xâa 2 sè v  ghi sè d÷ cõa têng hai sè �â khi chia cho 17 th¼ sè cuèi còng s³ l  g¼?

2.7. Tr¶n b£ng câ 6 sè 0, b£y sè 1 v  8 sè 2. Méi b÷îc ng÷íi ta xâa hai sè v  vi¸t th¶m mët
sè thù ba. Ti¸p töc nh÷ vªy cho �¸n khi ch¿ cán mët sè. Sè n y câ thº l  sè n o? Sè kh¡c t¤i
sao khæng?

2.8. Câ thº hay khæng thº thao t¡c tr¶n

a) khæng bao gií ch§m dùt?

b) k¸t thóc khi tr¶n b£ng cán nhi·u sè nh÷ng còng gi¡ trà?

2.9. Câ luæn luæn thüc hi»n thao t¡c �º cuèi còng ch¿ cán mët sè tr¶n b£ng nh÷ng nhi·u phi¶n
b£n?

2.10. Câ thº chån hay khæng a sè 0, b sè 1, c sè 2 (a, b, c nguy¶n d÷ìng) sao cho vîi thao t¡c
tr¶n chóng ta khæng thº t¤o �÷ñc k¸t qu£ ch¿ câ mët sè duy nh§t tçn t¤i tr¶n b£ng?

2.11. Ng÷íi ta ghi sè l¶n c¡c �¿nh khèi lªp ph÷ìng. Méi b÷îc ta t«ng hai sè ð hai �¦u cõa mët
c¤nh n o �â méi sè 1 �ìn và. Möc �½ch sao cho c¡c sè câ gi¡ trà nh÷ nhau. Häi câ �¤t �÷ñc
khæng n¸u c¡c sè ban �¦u l 

a) mët c¤nh câ 2 �¿nh l  sè 1 cán l¤i l  sè 0?

b) mët �÷íng ch²o khèi hëp câ hai sè 1, cán l¤i l  sè 0?

c) mët �¿nh l  sè 1 cán l¤i l  sè 0?

d) mët �÷íng ch²o m°t câ sè 1 cán l¤i l  sè 0?

2.12. Ng÷íi ta x¸p di¶m l¶n c¡c �¿nh cõa h¼nh vuæng. Lóc �¦u t¤i mët �¿nh câ 1 que di¶m, c¡c
�¿nh kh¡c ch÷a câ g¼. Méi b÷îc �i, ng÷íi ta l§y �i tø mët �¿nh v i que di¶m v  x¸p l¶n �¿nh
b¶n c¤nh mët sè di¶m b¬ng 2 l¦n sè di¶m �¢ l§y �i. Häi sau mët sè thao t¡c nh÷ th¸ n y ta câ
thº − theo chi·u �çng hç n o �â − �¤t �÷ñc c§u h¼nh tr¶n c¡c �¿nh sè que di¶m l  1, 9, 8, 9?

2.13. Tr¶n b n cí 8 × 8 ng÷íi ta che 1 æ vuæng. Häi nhúng æ cán l¤i câ thº phõ k½n b¬ng
domino 3× 1 hay khæng?
T¼nh h¼nh s³ nh÷ th¸ n o vîi b n cí N ×N? N ×M?

2.14. Tr¶n b£ng câ c¡c sè 2,
√

2 , v 
1√
2
. Méi l¦n ta câ thº xâa �i hai sè v  vi¸t thay v o �â

1√
2
l¦n têng v  hi»u (d÷ìng) cõa hai sè �â. L m nh÷ vªy mët sè l¦n chóng ta câ thº nhªn

�÷ñc c¡c sè 1,
√

2, 1 +
√

2 tr¶n b£ng hay khæng?

2.15.

4 S�T: 096 568 5459



LOISCENTER

a) Tr¶n mët hán �£o câ c¡c con tiºu khõng long sinh sèng. Câ 13 con m u x¡m, 15 con m u
n¥u v  17 con m u xanh. N¸u hai con kh¡c m u g°p nhau th¼ chóng giªt m¼nh chuyºn
sang m u thù ba. N¸u hai con còng m u g°p nhau th¼ chóng khæng bi¸n �êi m u. Häi câ
kh£ n«ng t§t c£ c¡c con tiºu khõng long câ còng mët m u hay khæng?

b) T¼nh h¼nh s³ ra sao n¸u lóc �¦u câ 13 x¡m, 25 n¥u v  17 xanh sinh sèng?

2.16.

a) Trong tr÷íng hñp b) khi n o c¡c tiºu khõng long to n l  mët m¦u n¥u? Hay xanh?

b) Vîi t¼nh tr¤ng xu§t ph¡t n o chóng ta câ thº câ m u cuèi còng l  to n x¡m? N¥u? Xanh?

2.17. B n cí k½ch th÷îc n×n �÷ñc sìn �en tr­ng nh÷ thæng l». Méi b÷îc �i ng÷íi ta �êi m¦u
cõa c¡c æ vuæng cõa mët b£ng con 2 × 2 sang m u ng÷ñc l¤i. Vîi gi¡ trà n o cõa n th¼ ta câ
thº �¤t möc �½ch t§t c£ c¡c æ vuæng câ còng mët m u?

2.18. Mët d£i (væ còng) c¡c h¼nh vuæng v· c£ hai ph½a ng÷íi ta x¸p b§t k¼ nhúng vi¶n �¡ nhä
(sè l÷ñng húu h¤n). Ng÷íi ta th§y câ mët sè h¼nh vuæng câ ½t nh§t 2 vi¶n �¡. Ng÷íi ta quy¸t
�ành n¸u g§p nhúng tr÷íng hñp nh÷ vªy th¼ mët vi¶n x¸p l¶n tr¶n mët vi¶n lòi xuèng d÷îi.
Häi vîi thao t¡c n y sau húu h¤n b÷îc chóng ta câ quay l¤i t¼nh tr¤ng ban �¦u hay khæng?

2.19. (Kvant) cho d¢y sè 1, 0, 1, 0, 1, 0, 3, 5, . . . b­t �¦u tø sè thù 7 b¬ng chú sè cuèi còng cõa
têng 6 sè tr÷îc. CMR trong d¢y sè n y khæng xu§t hi»n d¢y con 0, 1, 0, 1, 0, 1.

2.20. Cho p l  mët �a thù câ bªc n > 1 v  câ h» sè ch½nh l  1. X²t �ç thà cõa h m sè v  c¡c
�÷íng th¯ng song song vîi tröc x v  câ giao �iºm vîi �ç thà. X²t c¡c �iºm tr¶n méi �÷íng
th¯ng l§y trång t¥m cõa c¡c �iºm n y. CMR c¡c �iºm n y n¬m tr¶n mët �÷íng th¯ng.

2.21. V¨n b i to¡n tr÷îc vîi c¡c thay �êi sau �¥y. n > 3 v  c¡c �÷íng th¯ng ch¿ cán song song
vîi nhau v  c­t �ç thà. Häi m»nh �· cõa b i to¡n cán �óng khæng?

2.22. X²t �a thùc bªc n (n > 1) p(x) = xn + pxn−1 + qxn−2 + . . . . . Gi£ sû vîi b§t k¼ sè thüc
a ta câ p(x + a) = xn + Pxn−1 + Qxn−2 + . . . .. CMR

(n− 1)p− 2nq = (n− 1)P − 2nQ

2.23. H¢y ph¡t biºu þ ngh¾a h¼nh håc cõa biºu thùc tr¶n khi n = 3?

2.24. X²t mët h m bªc 4 câ h» sè ch½nh b¬ng 1. Mët �÷íng th¯ng song song vîi tröc x �÷ñc
gåi l  �Tèt� n¸u �÷íng th¯ng c­t �ç thà ð 4 �iºm. Gi£ sû bèn �iºm c­t �â tø tr¡i sang ph£i l 
A, B, C v  D. �÷íng th¯ng �÷ñc gåi l  �kiºu tam gi¡c� n¸u c¡c �o¤n th¯ng AB, AC, AD
thäa m¢n �i·u ki»n l  c¡c c¤nh cõa mët tam gi¡c. CMR c¡c �÷íng th¯ng Tèt th¼ ho°c l  �÷íng
th¯ng kiºu tam gi¡c, ho°c khæng câ �÷íng n o nh÷ vªy.

3 Ho¡n và v  nghàch �£o

3.1. Håc sinh cõa mët lîp �ùng x¸p h ng dåc theo thù tü ABC. Méi b÷îc �i ta chån ra hai
b¤n v  cho �êi ché. Häi vîi thao t¡c n y ta câ thº x¸p l¤i c¡c b¤n håc sinh theo chi·u cao?

3.2. Håc sinh cõa mët lîp �ùng x¸p h ng dåc theo thù tü ABC. Méi b÷îc �i ta chån ra hai
c°p b¤n v  c£ hai c°p còng �êi ché cho nhau. Häi vîi thao t¡c n y ta câ thº x¸p l¤i c¡c b¤n
håc sinh theo chi·u cao?
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3.3. C¡c sè 1, 2, . . . , n �÷ñc l¦n l÷ñt ghi l¶n b£ng li¶n ti¸p theo nhau. Méi b÷îc �i ta câ thº
chån hai sè v  �êi ché cho nhau. Häi sau 2007 b÷îc chóng ta câ thº lªp l¤i trªt tü ban �¦u hay
khæng?

3.4. Tr¶n b£ng 4× 4 câ 15 æ �÷ñc �i·n méi æ mët sè. Câ mët æ cán réng. Ng÷íi ta câ thº dàch
chuyºn b§t k¼ æ n o b¶n c¤nh v o ché trèng n¸u nâ l  l¡ng gi·ng câ chung c¤nh vîi nhau. Häi
câ thº �êi ché hai æ sè 1 v  æ sè 2 cán c¡c æ kh¡c v· nguy¶n và tr½ cô cõa chóng b¬ng c¡ch dàch
chuyºn n¶u tr¶n �÷ñc khæng?

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12
13 14 15

4 Sû döng h m t¼nh tr¤ng t¼m k¸t qu£ cuèi còng

4.1. Trong v÷ín th¦n tr¶n c¥y câ 25 qu£ chuèi v  30 qu£ cam. Méi l¦n �÷ñc h¡i 2 qu£. N¸u
h¡i qu£ gièng nhau th¼ c¥y måc th¶m 1 qu£ cam, n¸u kh¡c nhau th¼ måc th¶m 1 qu£ chuèi.
Häi cuèi còng tr¶n c¥y cán l¤i qu£ g¼?

4.2. Trong b¼nh câ 75 h¤t �é tr­ng v  150 h¤t �é �en. B¶n ngo i câ mët bèc (�õ nhi·u) c¡c
h¤t �é �en. Ng÷íi ta l m nh÷ sau: Méi l¦n l§y ra 2 h¤t �é, n¸u câ h¤t �en th¼ �°t ra ngo i, h¤t
kia bä l¤i v o b¼nh b§t kº l  m u g¼. N¸u c£ hai l  tr­ng th¼ bä c£ hai h¤t �i v  bä v o b¼nh
mët h¤t �en. Cù nh÷ vªy sau méi l¦n trong b¼nh gi£m �i mët h¤t. Häi l¦n x¡c su§t �º h¤t �é
cuèi còng trong b¼nh l  m¦u tr­ng? Ph£i thüc hi¶n bao nhi¶u b÷îc?

4.3. Trong b¼nh câ n h¤t �é tr­ng v  n h¤t �é �en. B¶n ngo i câ mët bèc (�õ nhi·u) c¡c h¤t
�é �en. Ng÷íi ta l m nh÷ sau: Méi l¦n l§y ra 2 h¤t �é, n¸u câ h¤t �en th¼ �°t ra ngo i, h¤t kia
bä l¤i v o b¼nh b§t kº l  m u g¼. N¸u c£ hai l  tr­ng th¼ bä c£ hai h¤t �i v  bä v o b¼nh mët
h¤t �en. Cù nh÷ vªy sau méi l¦n trong b¼nh gi£m �i mët h¤t. Häi l¦n h¤t �é cuèi còng trong
b¼nh l  m¦u g¼? Ph£i thüc hi»n bao nhi¶u b÷îc?

4.4. Câ mët chi¸c c¥n 2 �¾a v  101 qu£ c¥n têng trång l÷ñng l  200 gram, c¡c qu£ c¥n câ sè
�o trång l÷ñng l  sè nguy¶n d÷ìng t½nh theo gram. Ng÷íi ta l¦n l÷ñt �°t c¡c qu£ c¥n − theo
thù tü trång l÷ñng gi£m d¦n − l¶n �¾a c¥n theo quy t­c �¾a c¥n n o nhµ hìn th¼ �÷ñc ÷u ti¶n
x¸p tr÷îc. CMR cuèi còng trång l÷ñng hai b¶n s³ ð tr¤ng th¡i c¥n b¬ng.

4.5. B n cí k½ch th÷îc n× n �÷ñc sìn �en tr­ng nh÷ thæng l». Méi b÷îc �i ng÷íi ta �êi m¦u
cõa c¡c æ vuæng cõa mët b£ng con 2 × 2 sang m u ng÷ñc l¤i. Vîi gi¡ trà n o cõa n th¼ ta câ
thº �¤t möc �½ch t§t c£ c¡c æ vuæng câ còng mët m u?

4.6. Tr¶n m°t ph¯ng câ mët sè �iºm �÷ñc sìn m u xanh, �ä. Mët sè �iºm �÷ñc nèi vîi nhau.
Mët �iºm �÷ñc gåi l  �°c bi»t n¸u qu¡ nûa sè c¡c �iºm �÷ñc nèi vîi nâ câ m u kh¡c cõa �iºm
�â. Ta chån mët �iºm �°c bi»t (n¸u câ) v  sìn l¤i sang m¦u kh¡c. CMR sau mët sè l¦n l m
nh÷ vªy, s³ khæng cán �iºm �°c bi»t.

4.7. Nh  cõa c¡c chó lòn sèng trong røng câ m u tr­ng ho°c m u xanh. Hå thèng nh§t vîi
nhau r¬ng n¸u ng÷íi ta t¼m th§y mët chó lòn m  m u c«n nh  cõa anh ta kh¡c vîi ph¦n lîn
m u nh  cõa c¡c chó lòn kh¡c, th¼ anh ta s³ sìn l¤i m u nh  cõa m¼nh. Méi hæm câ mët chó
lòn �i xem nh  cõa c¡c b¤n kh¡c, �º xem m¼nh câ ph£i sìn l¤i nh  hay khæng? CMR ch¿ sau
húu h¤n thíi gian khæng ai ph£i sìn l¤i nh  cõa m¼nh núa.
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4.8. Trong b i to¡n tr¶n. Ð thíi �iºm cuèi còng, m¦u cõa c¡c ngæi nh  �÷ñc x¡c �ành cö thº?
(duy nh§t).

4.9. Tr¶n l÷îi æ vuæng rëng væ còng câ mët sè (húu h¤n) æ �÷ñc tæ m u �en v  1 æ �÷ñc tæ
m u tr­ng. Vîi thíi �iºm thù t = 1, 2, 3, . . . , méi mët h¼nh vuæng �÷ñc chuyºn sang sìn m u
m  trong c¡c æ − ch½nh nâ, æ ph½a tr¶n, v  æ b¶n ph£i − câ nhi·u hìn. CMR sau mët thíi gian
s³ khæng cán æ câ m u �en.

4.10. Cho tr÷îc mët �a gi¡c lãm. Ng÷íi ta thüc hi»n thao t¡c sau. N¸u A v  B khæng ph£i l 
c¡c �¿nh l¡ng gi·ng v  �a gi¡c n¬m ho n to n v· mët ph½a cõa �÷íng th¯ng AB, khi �â mët
ph¦n �a gi¡c giîi h¤n bði A v  B �÷ñc l§y �èi xùng qua trung �iºm cõa AB. CMR sau mët sè
l¦n thüc hi»n ph²p bi¸n h¼nh �a gi¡c s³ l  h¼nh lçi.

4.11. D¢y Fibonaci 1, 1, 2, . . . vîi måi n luæn câ mët sè tªn còng b¬ng n chú sè 0 v  ti¸p sau
l  sè 1.

4.12 (Putnam 2007). B n cí n× n câ n2 vuæng. Trong �â câ n− 1 æ bà nhi¹m b»nh. Sau méi
�ìn và thíi gian c¡c æ vuæng câ ½t nh§t hai c¤nh n¬m k· æ bà nhi¹m b»nh th¼ còng bà nhi¹m
b»nh. CMR v¨n luæn câ ½t nh§t mët æ khæng nhi¹m b»nh.

5 H m t¼nh tr¤ng �º chùng minh câ líi gi£i

5.1. Tr¶n m°t ph¯ng câ 2n �iºm têng qu¡t. CMR luæn t¼m �÷ñc mët �÷íng th¯ng m  méi b¶n
câ n �iºm.

5.2. Công nh÷ b i tr¶n nh÷ng b¥y gií cho tr÷îc mët �iºm v  �÷íng th¯ng �i qua �iºm �â.

5.3. Cho 2n+ 1 �iºm tr¶n m°t ph¯ng khæng câ ba �iºm n o th¯ng h ng v  khæng câ bèn �iºm
n o tr¶n mët �÷íng trán. Chùng minh r¬ng tçn t¤i mët �÷íng trán �i qua ba �iºm v  ph¦n
b¶n trong v  b¶n ngo i câ sè �iºm b¬ng nhau.

5.4. Cho mët h¼nh lçi húu h¤n tr¶n m°t ph¯ng v  mët �iºm P ngo i nâ. Chùng minh r¬ng
qua P k´ �÷ñc mët �÷íng th¯ng chia �æi di»n t½ch cõa S (chu vi).

5.5. Cho mët h¼nh lçi húu h¤n S tr¶n m°t ph¯ng. Chùng minh r¬ng tçn t¤i mët �÷íng th¯ng
chia �æi c£ di»n t½ch v  chu vi.

5.6. Cho tr÷îc n �iºm tr¶n m°t ph¯ng. CMR luæn luæn tçn t¤i mët �÷íng g§p khóc khæng tü
c­t m  c¡c �¿nh l  câ �iºm �¢ cho.

Trong c¡c b i tªp sau, h m t¼nh tr¤ng khæng ph£i l  h m m  b i tªp kh¶u gñi.

5.7. Cho tr÷îc 2n �iºm tr¶n m°t ph¯ng. Chùng minh r¬ng luæn chån �÷ñc tø c¡c �iºm n y 2n
�o¤n th¯ng ho n to n khæng câ �iºm chung.

5.8. Cho tr÷îc n �iºm �ä v  n �iºm xanh tr¶n m°t ph¯ng khæng câ ba �iºm n o th¯ng h ng.
Chùng minh r¬ng chån �÷ñc n �o¤n th¯ng méi �¦u mët m¦u v  khæng �o¤n th¯ng n o �iºm
chung vîi �o¤n th¯ng n o.

5.9. Cho tr÷îc tr¶n m°t ph¯ng n �iºm têng qu¡t v  cho tr÷îc n �÷íng th¯ng �æi mët khæng
song song. CMR tø méi �iºm luæn k´ �÷ñc mët �÷íng vuæng gâc �¸n mët �÷íng th¯ng sao
cho c¡c �o¤n th¯ng vuæng gâc n y khæng câ �iºm chung.
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5.10. Cho tr÷îc mët �ìn �ç thà n �¿nh, bªc cõa méi �¿nh khæng qu¡ 11. CMR c¡c �iºm câ
thº tæ b¬ng bèn m¦u sao cho khæng qu¡ n c¤nh câ chung mët m¦u. Cho thº têng têng qu¡t
b i to¡n nh÷ th¸ n o?

5.11. Tr¶n m°t ph¯ng cho n �÷íng th¯ng, c¡c �÷íng th¯ng �æi mët c­t nhau nh÷ng t§t c£
khæng �çng quy. CMR tçn t¤i mët �iºm tr¶n m°t ph¯ng câ �óng hai �÷íng th¯ng �i qua.

5.12. N¸u k > 2 v  mët �ìn �ç thà câ t§t c£ c¡c �¿nh câ bªc nhä nh§t l  k. Khi �â tçn t¤i
mët �÷íng trán câ �ë d i ½t nh§t l  k + 1.

5.13. Trong mët �ìn �ç thà câ �÷íng trán khi �â tçn t¤i �÷íng trán �i qu¡ mët �iºm v  chùa
t§t c£ c¡c �iºm l  l¡ng gi·ng cõa �iºm n y.

5.14 (�ành l½ Dirac). Vua hòng cho gåi 2n kà s¾ v o cung, méi kà s¾ câ khæng qu¡ n− 1 k´ thò
trong sè ng÷íi �÷ñc gåi �¸n. Chùng minh r¬ng:

a) B§t k¼ hai kà s¾ thò h¬n nhau �·u câ b¤n chung (�ç thà câ �÷íng k½nh l  2).

b) Chùng minh r¬ng m»nh �· tr¶n cán �óng vîi 2n − 1 kà s¾ nh÷ng ½t hìn th¼ khæng thäa
m¢n.

c) Nh  vua câ thº x¸p c¡c kà s¾ ngçi xung quanh mët b n trán sao cho nhúng ng÷íi thò
�ành nhau khæng ngçi c¤nh nhau.

Sü thò h¬ng l  t÷ìng hé, nhúng ai khæng ph£i k´ thò th¼ l  b¤n.

5.15. Chóng ta sû döng h m t¼nh tr¤ng ð ché n o trong c¡c chùng minh tr¶n?

5.16. Cho tr÷îc mët sè x, chóng ta gåi mët sè l  hªu du» cõa sè x n¸u nhªn �÷ñc nâ tø c¡c
m»nh l»nh sau:
N¸u tªn còng b¬ng 0 ho°c 4 th¼ xâa sè cuèi còng. Trong c¡c tr÷íng hñp kh¡c th¼ nh¥n vîi 2.
Mët sè l  ti·n bèi cõa hªu du» v  t§t c£ c¡c hªu du» cõa hªu du». Chùng minh r¬ng sè 4 l 
ti·n bèi cõa t§t c£ c¡c sè tü nhi¶n.

5.17. Xung quanh mët h¼nh lçi húu h¤n câ thº v³ �÷ñc mët tù gi¡c ti¸p xóc (tù gi¡c m  t§t
c£ c¡c c¤nh �·u l  �÷íng th¯ng �ï cõa h¼nh).

5.18. Tr¶n b n håc sinh câ mët c¡i c¥n hai �¾a. Tr¶n c¡c �¾a câ c¡c qu£ c¥n. Lóc �¦u �¾a c¥n
b¶n ph£i n°ng hìn. C¡c qu£ c¥n �·u câ trång l÷ñng kh¡c nhau. Tr¶n méi qu£ c¥n �·u câ mët
v i t¶n håc sinh. Khi câ mët håc sinh b÷îc v o pháng th¼ ng÷íi ta �°t qu£ c¥n câ chùa t¶n
håc sinh �â sang �¾a c¥n b¶n kia. H¢y chùng minh r¬ng câ thº cho mët v i håc sinh l¦n l÷ñt
theo nhau v o lîp �º cuèi còng �¾a c¥n b¶n trai n°ng hìn.

5.19. Tr¶n t§t c£ c¡c �¿nh cõa ngô gi¡c �·u �÷ñc ghi méi �¿nh mët sè nguy¶n �º têng cõa 5
sè n y l  mët sè d÷ìng. Gi£ sû câ ba �¿nh li·n nhau X, Y, Z, c¡c sè tr¶n méi �¿nh l  x, y, z
v  y < 0. Khi �â thay cho ba sè n y ng÷íi ta vi¸t c¡c sè l¦n l÷ñt l  x+ y; −y; z + y. Thao t¡c
n y thüc hi»n cho �¸n khi khæng cán sè ¥m n o. Häi qu¡ tr¼nh n y câ døng l¤i sau húu h¤n
b÷îc �i?

5.20. Xu§t ph¡t tø sè 0 câ hai thao t¡c �÷ñc cho ph²p:

a) Cëng th¶m mët �ìn và.
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b) Nh¥n vîi 2.

�t nh§t c¦n bao nhi¶u theo t¡c �º câ thº �¤t �÷ñc gi¡ trà 10; 11; ...;n?

5.21. Câ n tuyºn thõ bâng b n câ tr¼nh �ë kh¡c nhau rã r ng (n¸u a th¯ng b, b th­ng c th¼ a
công th­ng c − câ t½nh ch§t b­c c¦u). Ng÷íi ta muèn chån ng÷íi giäi nh§t th¼ ½t nh§t c¦n bao
nhi¶u trªn �§u?

5.22. Câ n tuyºn thõ, ng÷íi ta muèn t¼m ng÷íi giäi nh§t v  t¼m ng÷íi k²m nh§t tr¼nh �ë cõa
méi ng÷íi kh¡c nhau rã r ng v  câ t½nh b­c c¦u. Chùng minh r¬ng c¦n ½t nh§t 1, 5n − 2 trªn
�§u.

5.23. Cho mët �ç thà húu h¤n bªc cõa c¡c �¿nh khæng qu¡ a + b + 1 vîi a v  b l  sè nguy¶n
d÷ìng. C¡c �¿nh cõa nâ câ thº chia l m hai ph¦n sao cho trong mët ph¦n t§t c£ c¡c bªc khæng
qu¡ a. Ph¦n b¶n kia c¡c �¿nh câ bªc khæng qu¡ b. Câ thüc hi»n �÷ñc hay khæng?

6 C¡c b i tªp luy»n tªp

6.1. Mët sè câ 2011 chú sè. Ta �êi ché c¡c chú sè cõa nâ mët c¡ch tòy þ. Häi câ thº t¤o ra
�÷ñc hai sè câ hi»u b¬ng 2011?

6.2. Ta xâa chú sè �¦u ti¶n cõa sè 72011 rçi cëng sè �â vîi ph¦n cán l¤i ta �÷ñc mët sè mîi.
Cù ti¸p töc nh÷ vªy cho �¸n khi ch¿ cán sè câ m÷íi chú sè. Chùng minh r¬ng trong sè nhªn
�÷ñc câ 2 chú sè gièng nhau.

6.3. Cho c¡c sè 2 −
√

3, 4, 5 +
√

3, 7. Ta thay c£ bèn sè méi sè b¬ng trung b¼nh cëng cõa
3 sè cán l¤i. Cù ti¸p töc nh÷ vªy. Häi sau mët sè l¦n thüc hi»n câ thº nhªn �÷ñc c¡c sè
4−
√

3, 3, 2 + 2
√

3, 8.

6.4. Tr¶n b£ng câ c¡c sè 7 +
√

2, 5
√

2 − 1, 9. Méi l¦n �i ng÷íi ta câ thº chån 2 sè v½ dö a,

b v  thay chóng b¬ng hai sè
a + b√

2
,
a− b√

2
. Häi sau mët v i l¦n �i ta câ thº nhªn �÷ñc c¡c sè

8 +
√

2, 5
√

2, 7 hay khæng?

6.5. Cho c¡c sè
√

5− 2,
√

5 + 2, 7. Ta thay c£ ba sè méi sè b¬ng trung b¼nh nh¥n cõa 2 sè cán
l¤i. Cù ti¸p töc nh÷ vªy. Häi sau mët sè l¦n thüc hi»n câ thº nhªn �÷ñc c¡c sè 3−

√
5,
√

5+3, 2
hay khæng?

6.6. Cho f : � → �, f(x) = x2 − 11x + 24. Thay h m f(x) b¬ng h m x2 · f
(

1 +
1

x

)
ta câ

thº nhªn �÷ñc h m g(x) = x2 − 7x + 10?

6.7. Cho f : �→ �, f(x) = x2+2010x+2011. Thay h m f(x) b¬ng h m (x− 2)2 ·f
(

1

1− x

)
ta câ thº nhªn �÷ñc h m i(x) = x2 + 2011x + 2012?

6.8. Mët tam gi¡c câ thº chia th nh c¡c m£nh v  gh²p l¤i th nh h¼nh chú nhªt b¬ng c¡ch tành
ti¸n ho°c ph²p quay th½ch hñp.
Mët tam gi¡c câ thº chia th nh c¡c m£nh v  ch¿ vîi ph²p tành ti¸n câ thº gh²p c¡c m£nh th nh
h¼nh chú nhªt �÷ñc khæng?
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6.9. Mët m¡y t½nh tay sau khi vi¸t sè �¦u ti¶n ch¿ thüc hi»n �÷ñc c¡c ph²p t½nh cëng (+) trø
(−) v  nghàch �£o (−1); th¶m núa sè �¦u ti¶n v  c¡c k¸t qu£ tøng ph¦n câ thº gåi ra nhi·u
l¦n. Câ thº nhªn gi¡ trà 1 hay khæng n¸u gi¡ trà �¦u ti¶n l 

√
19 +

√
97?

6.10. Tr¶n b£ng câ sè 18. Méi phót ng÷íi ta nh¥n sè �â ho°c chia nâ khæng d÷ cho 2 ho°c 3
v  vi¸t l¤i l¶n b£ng thay cho sè tr÷îc nâ. Cù ti¸p töc l m nh÷ vªy. CMR sau 1 gií tr¶n b£ng
khæng thº l  sè 96.

6.11. Cho tªp hñp {1; 5; 8}. Ta chån ra hai sè mët sè �÷ñc nh¥n vîi
√

2 l¦n cõa trung b¼nh

cëng cõa 2 sè �â, mët sè �÷ñc nh¥n vîi
1√
2
l¦n hi»u cõa hai sè �â. Thay hai sè vøa nhªn �÷ñc

cho c¡c sè �¢ chån. Cù ti¸p töc nh÷ th¸ vîi hai sè �÷ñc chån b§t k¼. Sau mët sè b÷îc �i câ thº
�¤t �÷ñc bë sè {2; 4; 9} �÷ñc khæng?

6.12. L÷îi æ vuæng 10× 10 câ 9 æ vuæng bà måc �¦y cä d¤i. Mët æ vuæng mîi s³ l¥y cä d¤i n¸u
½t nh§t câ hai æ câ c¤nh chung (l¡ng gi·ng) �¢ bà cä d¤i. Häi sau mët thíi gian c£ l÷îi æ vuæng
bà cä måc �¦y khæng? (T§t c£ c¡c æ vuæng bà cä).

6.13. Ng÷íi ta ghi l¶n b£ng �a thùc f(x) = x2 + 10x + 20.
Chån b§t k¼ mët h» sè n o cõa �a thùc v  ho°c t«ng th¶m ho°c gi£m �i 1 �ìn và. Sau mët sè
l¦n thüc hi»n cæng vi»c tr¶n b£ng xu§t hi»n �a thùc g(x) = x2 + 20x + 10. CMR trong qu¡
tr¼nh bi¸n �êi câ mët lóc n o �â �¢ câ mët �a thùc câ nghi»m nguy¶n xu§t hi»n tr¶n b£ng.

6.14. Cho l÷îi æ vuæng 3 × 3. C¡c vuæng �÷ñc ghi b¬ng c¡c sè nh÷ trong h¼nh. Hai æ vuæng
con �÷ñc gåi l  l¡ng gi·ng n¸u câ chung mët c¤nh. Ta thüc hi»n ph²p to¡n sau �¥y: Hai sè
n¬m tr¶n hai æ vuæng l¡ng gi·ng th¼ �÷ñc cëng th¶m còng mët sè b§t k¼ n o �â. Häi sau mët
sè b÷îc �i chung ta câ thº thu �÷ñc v· mët l÷îi æ vuæng câ bèn gâc câ sè 1 cán c¡c æ vuæng
cán l¤i l  c¡c sè 0.

6.15. Ng÷íi ta xâa mët h¼nh vuæng gâc n o �â cõa b n cí 8× 8. Häi ph¦n cán l¤i cõa b n cí
câ thº phõ �÷ñc b¬ng c¡c qu¥n tetris 1 × 3 æ vuæng câ k½ch th÷îc b¬ng k½ch th÷îc cõa c¡c æ
vuæng con cõa b n cí?

6.16. Câ 27 que di¶m tr¶n b n. Hai ng÷íi chìi, méi l¦n méi ng÷íi câ thº l§y 1, 2 ho°c 3 que
di¶m. Ai l§y que cuèi còng ng÷íi �â th­ng trªn.

6.17. Câ 44 c¥y �ùng th nh váng quanh mët �÷íng trán, tr¶n méi c¥y câ mët chó kh¿. Cù méi
phót l¤i câ hai chó kh¿ nh£y sang hai c¥y b¶n c¤nh, mët theo h÷îng kim �çng hç, mët theo
chi·u ng÷ñc l¤i. Câ hay khæng mët thíi �iºm n o �â t§t c£ c¡c con kh¿ ð tr¶n còng mët c¥y?

6.18. Ng÷íi ta ghi c¡c sè nguy¶n l¶n c¡c �¿nh cõa mët ngô gi¡c sao cho têng c¡c sè l  d÷ìng.
N¸u ba �¿nh li¶n ti¸p nhau câ c¡c sè l  a, b, c v  b < 0. Th¼ ta thay c¡c sè �â theo thù tü l 
a+ b, −b v  c+ b. CMR ch¿ sau húu h¤n b÷îc tr¶n �¿nh cõa ngô gi¡c ch¿ cán c¡c sè khæng ¥m.
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7 B i tªp n¥ng cao

7.1. Tø 24 m£nh gi§y ng÷íi ta chån v i m£nh v  c­t méi m£nh th nh 10 m£nh nhä hìn. Sau
�â ng÷íi ta l¤i chån v i m£nh v  l¤i c­t c¡c m£nh �â th nh 10 m£nh... cù ti¸p töc nh÷ vªy.
Häi câ lóc n o ng÷íi ta câ 2017 m£nh nhä khæng?

7.2. Ng÷íi ta vi¸t l¶n b£ng c¡c sè 1, 2, 3, ..., 9, 10. Cù méi l¦n ng÷íi ta xâa hai sè v  vi¸t thay
l¶n b£ng hi»u cõa hai sè �â. Sau 10 l¦n thao t¡c sè cán l¤i câ thº l  0 hay khæng?

7.3. Tr¶n b£ng câ 50 sè 0 v  50 sè 1. Méi l¦n ng÷íi ta xâa �i 2 sè v  vi¸t thay v o �â sè 1 n¸u
hai sè bà xâa b¬ng nhau, tr÷íng hñp kh¡c vi¸t 0. Häi sè cuèi còng cán l¤i sau 99 l¦n thüc hi»n
cæng vi»c l  bao nhi¶u?

7.4. B¼nh câ 6 m£nh gi§y. B¤n �â chån mët m£nh v  chia (c­t) th nh 11 m£nh nhä. Rçi tø c¡c
m£nh gi§y chån 1 m£nh v  chia th nh 6 m£nh. Sau �â b¤n cù chån mët tí v  chia tí �â lóc
th¼ 6 m£nh lóc th¼ 11 m£nh theo ng¨u hùng, khæng quan t¥m c¡c l¦n chia th nh 6 hay th nh
11 ph£i thay �êi nhau. Mët lóc sau B¼nh nh©m th§y �¢ câ 2017 m£nh con. Häi b¤n �â nh©m
�óng hay sai?

7.5. Ng÷íi ta vi¸t c¡c sè 1, 2, ..., 20 l¶n b£ng. Méi l¦n xâa hai sè a v  b thay v o �â hå ghi sè
A . Häi sau 19 l÷ñt sè n o câ thº cán l¤i tr¶n b£ng n¸u

i) A = a + b− 1 ii)* A = ab + a + b?

7.6. Trong b¼nh câ 75 h¤t �é tr­ng v  150 h¤t �é �en. B¶n ngo i câ mët bèc (�õ nhi·u) c¡c
h¤t �é �en. Ng÷íi ta l m nh÷ sau. Méi l¦n l§y ra 2 h¤t �é, n¸u câ h¤t �en th¼ �°t ra ngo i,
h¤t kia bä l¤i v o b¼nh b§t kº l  m u g¼. N¸u c£ hai l  tr­ng th¼ bä c£ hai h¤t �i v  bä v o
b¼nh mët h¤t �en. Cù nh÷ vªy sau méi l¦n trong b¼nh gi£m �i mët h¤t. Häi l¦n cuèi còng trong
b¼nh cán l¤i h¤t �é m u g¼?

7.7. Trong v÷ín th¦n tr¶n c¥y câ 25 qu£ chuèi v  30 qu£ cam. Méi l¦n �÷ñc h¡i 2 qu£. N¸u
h¡i qu£ gièng nhau th¼ c¥y måc th¶m 1 qu£ cam, n¸u kh¡c nhau th¼ måc th¶m 1 qu£ chuèi.
Häi cuèi còng tr¶n c¥y cán l¤i qu£ g¼?

7.8. Lóc �¦u t§t c£ c¡c æ trong b£ng 3 × 3 �·u ghi sè 0. Méi l¦n �i ng÷íi ta chån mët b£ng
2× 2 con n o �â v  t«ng c¡c sè trong méi æ th¶m 1 �ìn và. Sau mët sè l¦n häi b£ng sè sau �¥y
câ thüc hi»n �÷ñc khæng?

7.9. Câ hai n­m di¶m tr¶n b n. Cù mët l÷ñt ng÷íi ta l§y �i tø mët n­m v i que di¶m v  cho
v o n­m kia sè di¶m g§p �æi. Câ c¡ch l m n o sao cho hai n­m câ sè di¶m gièng nhau khæng
n¸u lóc �¦u sè di¶m cõa hai n­m l  1 v  2?
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7.10. Ng÷íi ta x­p x¸p di¶m t¤i ba �¿nh cõa mët tam gi¡c. Méi l¦n hå l§y �i mët sè di¶m tø
mët �¿nh v  th¶m v o ð méi hai �¿nh kia mët sè di¶m g§p �æi. Häi sau mët sè l¦n ng÷íi ta câ
thº �¤t �÷ñc sè di¶m ð c£ ba �¿nh b¬ng nhau n¸u sè di¶m ban �¦u l  1, 0, 0?

7.11. Ng÷íi ta x­p x¸p di¶m t¤i bèn �¿nh cõa mët h¼nh vuæng. Méi l¦n hå l§y �i mët sè di¶m
tø mët �¿nh v  th¶m v o ð mët trong hai �¿nh li·n k· kia mët sè di¶m g§p �æi. Häi sau mët sè
l¦n ng÷íi ta câ thº �¤t �÷ñc sè di¶m ð bèn �¿nh l  1, 9, 8, 9 n¸u sè di¶m ban �¦u l  1, 0, 0, 0?

7.12. Ng÷íi ta ghi sè l¶n �¿nh cõa mët h¼nh vuæng. Méi l÷ñt ng÷íi ta t«ng hai sè ð hai �¿nh
li·n nhau th¶m 1 �ìn và. Häi sau mët sè l¦n c¡c sè cõa c¡c �¿nh câ thº b¬ng nhau khæng n¸u:

i) Sè ð c¡c �¿nh lóc �¦u l¦n l÷ñt l  1, 0, 0, 0?

ii) Sè ð c¡c �¿nh lóc �¦u l  1, 0, 1, 0?

7.13. Ng÷íi ta ghi bèn sè 1 v  n«m sè 0 l¶n mët váng trán theo thù tü b§t k¼. Sau �â giúa méi
c°p hai sè c¤nh nhau ng÷íi ta ghi sè 0 n¸u hai sè gièng nhau v  sè 1 n¸u hai sè kh¡c nhau rçi
xâa t§t c£ 9 sè tr÷îc �â. Häi n¸u cù ti¸p töc nh÷ vªy câ khi n o ta nhªn �÷ñc to n c¡c sè 0?

7.14. Tr¶n �çi câ 44 ( 14?) c¥y �ùng th nh mët váng trán. Tr¶n méi c¥y câ mët con sâc. Cù
méi l¦n l¤i câ hai con sâc nh£y sang c¥y b¶n c¤nh. Häi sau mët thíi gian t§t c£ c¡c con sâc
�·u ð tr¶n còng mët c¥y khæng?

7.15. Gií thº döc 21 (n) håc sinh �ùng th nh h ng ngang tr÷îc m°t cæ gi¡o. Sau hi»u cái t§t
c£ c¡c em quay 900, em quay b¶n tr¡i, em quay b¶n ph£i g¥y n¶n t¼nh tr¤ng ng÷ñc xuæi lën
xën. Cæ h¤ l»nh sau méi hi»u cái ti¸p theo nhúng em n o m°t quay v o nhau (v  ch¿ c¡c em
�â) th¼ quay váng 1800. Cu Tþ l©m b©m:
− th¸ th¼ câ m  h¸t gií khæng xong cán thº döc g¼ núa!
Häi nhªn �ành cõa Tþ �óng hay sai?
(H¢y ch¿ ra r¬ng sau khæng qua n + 1 l¦n − trªt tü s³ h¼nh th nh).

8 Luy»n tªp têng hñp

8.1. Tr¶n b n câ mët �èng 1001 vi¶n säi. Ng÷íi ta ph¥n th nh c¡c nhâm nhä nh÷ sau: Méi
b÷îc �i ng÷íi ta chån mët nhâm câ nhi·u hìn hai vi¶n säi, bä �i mët vi¶n, sè cán l¤i chia th nh
hai nhâm. Vîi c¡ch l m nh÷ vªy b¤n câ thº �¤t �÷ñc möc �½ch tr¶n b n ch¿ cán c¡c nhâm méi
nhâm câ 3 vi¶n säi hay khæng?

8.2. Câ mët hëi câ N th nh vi¶n. Méi th nh vi¶n cõa hëi quen khæng qu¡ 19 th nh vi¶n kh¡c.
Nhi»m vö ph£i l m l  ph¥n c¡c th nh vi¶n th nh 2 lo¤i, ph¥n hëi sè 7 v  ph¥n hëi sè 11. Trong
�â lo¤i 7 l  nhúng ng÷íi quen khæng qu¡ 7 th nh vi¶n trong ph¥n hëi �â v  lo¤i 11 quen khæng
qu¡ 11 th nh vi¶n trong ph¥n hëi �â. Mët nh  to¡n håc �· nghà c¡ch l m sau: �¦u ti¶n ph¥n
ra th nh hai nhâm b§t k¼, sau �â c£i ti¸n d¦n tøng b÷îc c¡c léi. Ai trong hëi 7 m  câ ½t nh§t 8
ng÷íi quen th¼ cho sang hëi 11 v  ng÷ñc l¤i, ai câ ½t nh§t 12 ng÷íi quen b¶n hëi 11 th¼ chuyºn
ng÷íi �â sang hëi 7. Sau méi l¦n thüc hi»n, sè léi s³ gi£m �i. L m nh÷ vªy vîi mët sè (húu
h¤n) l¦n. Häi ph÷ìng ph¡p n y câ mang l¤i k¸t qu£ mong muèn khæng?

8.3. Câ b£ng l÷îi æ vuæng tr¶n h¼nh. Méi æ �÷ñc �¡nh d§u (+) ho°c (−) . Méi l¦n �i ng÷íi ta
câ thº �êi d§u 1 h ng, cët hay mët d¢y song song vîi mët �÷íng ch²o n o �â. Häi sau mët sè
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l¦n ng÷íi ta câ thº nhªn �÷ñc mët b£ng to n d§u cëng hay khæng?

8.4. C¡c æ cõa b n cí 8× 8 �÷ñc ghi mët sè nguy¶n. �÷ñc ph²p thüc hi»n thao t¡c sau: Méi
h¼nh vuæng con trong c¡c h¼nh 3× 3 ho°c 4× 4 n o �â �÷ñc t«ng th¶m 1 �ìn và. Häi sau mët
sè l¦n thüc hi»n thao t¡c n y,dò xu§t ph¡t tø b§t kº b£ng sè �¦u ti¶n n o, ta �·u câ thº t¤o
�÷ñc mët b£ng m  t§t c£ c¡c æ chùa sè chia h¸t cho 3 �÷ñc hay khæng?

8.5. D¢y sè 1, 0, 1, 0, 1, 0, 3, . . . �÷ñc h¼nh th nh ti¸p töc theo quy t­c tø sè thù 7 trð �i ng÷íi
ta cëng sè 6 sè �ùng li¶n ti¸p tr÷îc nâ, chú sè cuèi còng cõa têng n y s³ l  sè ti¸p theo. Häi
sau mët sè l÷ñt �i chóng ta câ thº nhªn �÷ñc d¢y con 0, 1, 0, 1, 0, 1 hay khæng?

8.6. Câ 11 c¡i gh¸ �÷ñc x¸p theo mët h ng v  �¡nh sè theo thù tü 1, 2, 3, . . . , 11. Méi l¦n �i,
�÷ñc ph²p �£o ng÷ñc và tr½ cõa 4 chi¸c gh¸ �ùng li·n nhau. V½ dö 4, 5, 9, 8 th nh 8, 9, 5, 4. Vîi
�ëng t¡c nh÷ vªy b¤n câ thº �êi �÷ñc thù tü cõa hai chi¸c gh¸ li·n nhau �÷ñc hay khæng? C¥u
tr£ líi s³ l  th¸ n o n¸u thay 11 gh¸ b¬ng d¢y 12 c¡i gh¸, ho°c thay vi»c thay �êi 4 chi¸c gh¸
b¬ng �£o chi·u 3 chi¸c gh¸ c¤nh nhau? �i·u g¼ x£y ra khi c¡c chi¸c gh¸ �÷ñc x¸p xung quanh
mët chi¸c b n trán?

8.7. Mët h¼nh lªp ph÷ìng 4× 4× 4 �÷ñc x¸p tø 64 h¼nh lªp ph÷ìng con. Ng÷íi ta l§y ra mët
h¼nh lªp ph÷ìng nhä cán l¤i 63 h¼nh �÷ñc �¡nh sè tø 1 �¸n 63 − t§t c£ c¡c m°t �·u �÷ñc ghi.
Khi b­t �¦u chìi c¡c khèi lªp ph÷ìng �ang ð mët trªt tü n o �â. Ng÷íi ta câ thº �©y b§t k¼
khèi lªp ph÷ìng con n o v o ché trèng n¸u câ chung m°t vîi và tr½ �â (�ùng c¤nh æ trèng).
Häi vîi thao t¡c �©y c¡c khèi lªp ph÷ìng th¸ ché nh÷ vªy, th¼ câ thº nhªn �÷ñc mët c§u h¼nh
m  c¡c h¼nh lªp ph÷ìng v¨n ð nguy¶n và tr½ khi khði �ëng (kº c£ c¡c khèi khu§t b¶n trong) ch¿
ngo¤i trø khèi lªp ph÷ìng 1 v  2 �÷ñc �êi ché cho nhau?

8.8. Ng÷íi ta vi¸t l¶n quanh �÷íng trán v i sè thüc. Sau �â thüc hi»n cæng vi»c sau: Khi c¡c
sè li¶n ti¸p nhau a, b, c, d x£y ra tr÷íng hñp (a− d)(b− c) < 0 th¼ ng÷íi ta �êi ché b v  c. CMR
thao t¡c n y ch¿ câ thº thüc hi¶n v i l¦n (húu h¤n).

8.9. Ng÷íi ta vi¸t l¶n �¿nh cõa mët ngô gi¡c �·u méi �¿nh mët sè nguy¶n sao cho têng cõa
n«m sè n y d÷ìng. Thao t¡c sau �¥y �÷ñc ph²p thüc hi»n: N¸u ba �¿nh X, Y, Z v  c¡c sè cõa
nâ l  x, y, x vîi y < 0, khi �â thay v o và tr½ cõa c¡c sè n y v  công theo thù tü n y ng÷íi ta
�i·n v o �â c¡c sè x + y,−y, z + y. Cæng vi»c n y ti¸p di¹n cho �¸n khi khæng cán c¡c sè ¥m.
Häi câ thº k¸t thóc thao t¡c sau húu h¤n b÷îc?

8.10. Vîi cöm 4 sè ng÷íi ta �ành ngh¾a thao t¡c:

(a, b, c, d)→ (a− b, b− c, c− d, d− a)

H¢y ch¿ ra r¬ng n¸u lóc �¦u trong 4 sè câ ½t nh§t 2 sè kh¡c nhau, th¼ sau mët sè l¦n �õ nhi·u
�º thüc hi»n thao t¡c n y trong bèn sè nhªn �÷ñc câ sè lîn hìn 1991?
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8.11. Tr¶n l÷îi æ vuæng tr­ng rëng væ còng ng÷íi ta sìn �en mët sè æ. Sau �â cù méi phót l¤i
câ sü bi¸n �êi m u. C¡c æ vuæng s³ bi¸n th nh m¦u m  trong c¡c æ c¤nh nâ ho°c tr¶n nâ m¦u
n o câ nhi·u hìn (trong 3 æ l¡ng gi·ng). H¢y chùng minh r¬ng sau húu h¤n thíi gian, t§t c£
c¡c æ s³ l  m u tr­ng.

8.12. Tr¶n l÷îi æ vuæng tr­ng rëng væ còng ng÷íi ta sìn �en mët sè æ. Sau �â cù méi phót
l¤i câ sü bi¸n �êi m u. C¡c æ vuæng s³ bi¸n sang m¦u m  æ b¶n ph£i v  æ b¶n tr¶n nâ câ còng
m u �â), c¡c tr÷íng hñp kh¡c th¼ giú nguy¶n m u. H¢y chùng minh r¬ng sau húu h¤n thíi
gian, t§t c£ c¡c æ s³ l  m u tr­ng.

8.13. Nh  cõa c¡c chó lòn sèng trong røng câ m u tr­ng ho°c m u xanh. Hå thèng nh§t vîi
nhau r¬ng n¸u ng÷íi ta t¼m th§y mët chó lòn m  m u c«n nh  cõa anh ta kh¡c vîi ph¦n lîn
m u nh  cõa c¡c chó lòn kh¡c, th¼ anh ta s³ sìn l¤i m u nh  cõa m¼nh. Méi hæm câ mët chó
lòn �i xem nh  cõa c¡c b¤n kh¡c, �º xem m¼nh câ ph£i sìn l¤i nh  hay khæng? CMR ch¿ sau
húu h¤n thíi gian khæng ai ph£i sìn l¤i nh  cõa m¼nh núa.

8.14. Trong th nh phè cõa nhúng Ng÷íi Lòn x£y ra b»nh dàch. V i ng÷íi bà c£m l¤nh. Sau
�â ph¡t triºn th nh b»nh dàch l¥y lan. N¸u mët ng÷íi khoe th«m mët ng÷íi èm th¼ hæm sau
anh ta công bà èm. Nhúng ng÷íi lòn èm mët ng y rçi ng y hæm sau mi¹n dàch mët ng y (tùc
l  c£ ng y hæm sau khæng bà l¥y b»nh). T§t c£ c¡c ng÷íi lòn khäe m¤nh h ng ng y �i th«m
c¡c b¤n èm cõa hå. H¢y chùng tä r¬ng câ mët ng÷íi lòn n o �â ng y �¦u ti¶n khi ph¡t dàch
�¢ �÷ñc ti¶m pháng (ng y �â ng÷íi n y mi¹n dàch) th¼ b»nh dàch câ thº k²o d i væ h¤n. N¸u
khæng ch­c ch­n b»nh dàch s³ k¸t thóc.

8.15. Tr¶n m£nh �§t 5 × 5 ng÷íi ta chia th nh c¡c m£nh æ vuæng 1 × 1. Câ 25 con lªt �ªt,
méi con ch¿ câ th¥m thò vîi khæng qu¡ 3 con kh¡c (th¥m thò l  t÷ìng hé). H¢y ch¿ ra r¬ng câ
thº ph¥n c¡c con lªt �ªt v o c¡c m£nh h¼nh vuæng sao cho nhúng con th¥m thò nhau khæng
ngçi c¤nh nhau (hai æ vuæng gåi l  c¤nh nhau n¸u câ c¤nh chung).

8.16. Trong mët quèc hëi, méi �¤i biºu câ khæng qu¡ 3 �èi thõ (hai chi·u). H¢y ch¿ ra r¬ng câ
thº chia c¡c �¤i biºu th nh hai nhâm m  trong méi nhâm khæng ai câ nhi·u hìn mët �èi thõ.

8.17. Mët nhâm 2n trong �â méi ng÷íi khæng câ qu¡ (n − 1) k´ thò (quan h» k´ thò l  hai
chi·u). CMR câ thº x¸p måi ng÷íi v o mët chi¸c b n trán m  nhúng ng÷íi ngçi c¤nh nhau
khæng ph£i k´ thò cõa nhau.

8.18. Câ n �iºm. Giúa chóng câ mët sè �iºm �÷ñc nèi vîi nhau. Tø méi �iºm khæng xu§t ph¡t
nhi·u hìn 11 c¤nh. CMR c¡c �iºm câ thº tæ b¬ng 4 m u sao cho khæng câ qu¡ n �iºm câ còng
m u v  �÷ñc nèi nhau.

8.19. Tr¶n m°t ph¯ng câ 2n �iºm, khæng câ 3 �iºm n o th¯ng h ng. C¡c �iºm mët nûa l  m u
xanh, mët nûa l  m u �ä. H¢y ch¿ ra r¬ng câ thº v³ giúa c¡c �iºm n �o¤n th¯ng, méi �o¤n câ
mët m¦u xanh, mët m¦u �ä v  khæng câ �o¤n th¯ng n o c­t nhau.

8.20. Tr¶n m°t ph¯ng câ n �iºm, khæng câ ba �iºm n o th¯ng h ng. H¢y ch¿ ra r¬ng câ mët
�÷íng g§p khóc kh²p k½n �i qua t§t c£ c¡c �¿nh v  khæng tü c­t nhau.

8.21. Tr¶n c¡c æ vuæng cõa b£ng 3× 3 câ �i·n c¡c sè +1 v  −1. Méi l÷ñt �i ng÷íi ta thay l¤i
sè cõa t§t c£ c¡c æ, méi æ thay b¬ng t½ch c¡c gi¡ trà cõa c¡c æ li·n c¤nh. Nh÷ vªy s³ �÷ñc mët
b£ng mîi. Chùng minh r¬ng sau mët sè l¦n thao t¡c tr¶n b£ng s³ cho cán to n sè +1.
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8.22. Ng÷íi ta vi¸t tr¶n �÷íng trán 4 sè 1 v  5 sè 0 theo trªt tü b§t k¼. Méi l¦n ng÷íi ta l¤i
vi¸t v o t§t c£ kho£ng trèng giúa hai sè chú sè 0 n¸u hai sè �â b¬ng nhau v  vi¸t chú sè 1 n¸u
hai sè kh¡c nhau. Sau �â xâa �i 9 sè tr÷îc �â �¢ �÷ñc ghi. Cù ti¸p töc nh÷ vªy mët sè l¦n
ng÷íi ta câ thº nhªn �÷ñc t§t c£ c¡c sè 0 hay khæng? Thao t¡c n y câ thº dòng l¤i khi t§t c£
c¡c sè b¬ng nhau hay khæng?

8.23. Cho mët nhâm n sè (a1, a2, . . . , an) trong �â c¡c sè ai câ gi¡ trà b¬ng +1 hay −1. Thüc
hi»n thao t¡c sau:

(a1, a2, . . . , an)→ (a1a2, a2a3, . . . , an−1an, ana1)

H¢y ch¿ ra r¬ng n¸u n = 4, thüc hi»n thao t¡c n y mët sè l¦n, ng÷íi ta s³ nhªn �÷ñc nhâm 4
sè to n sè +1.

8.24. X²t thao t¡c sau:

(a1, a2, . . . , an)→ (|a1 − a2|, |a2 − a3|, . . . , |an−1 − an|, |an − a1|)

trong �â ai l  c¡c sè nguy¶n khæng ¥m. H¢y ch¿ ra r¬ng n¸u n = 4 th¼ sau mët sè l¦n thüc hi»n
thao t¡c n y ng÷íi ta s³ nhªn �÷ñc nhâm 4 sè 0.
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9 Gñi þ gi£i

1.3 H m t¼nh tr¤ng: a− b (mod 3). N¸u thüc hi»n �÷ñc, th¼ thüc hi»n �÷ñc b¬ng 1 b÷îc. N¸u
sè di¶m l  a v  b th¼ hi»u a− b chia h¸t cho 3.

1.4 H m t¼nh tr¤ng:= sè säi cán l¤i + sè �èng säi hi»n câ l  b§t bi¸n. Vùt �i 1 vi¶n th¼ t«ng
sè �èng säi t«ng th¶m mët. Nh÷ vªy n¸u sè �èng l  x th¼ sè säi vùt �i l  x − 1. Sè säi têng
cëng s³ l  3x + x− 1 = 4x− 1. 4x− 1 6= 1001 ≡ 1 (mod 3).

1.5 H m t¼nh tr¤ng := têng sè bi ≡ 18 ≡ 2 6= 100 (mod 4).

1.6 Khæng. HTT()=hi»u æ tr­ng �en. B§t bi¸n.

2.1 Tæ m u ch®n l´. HTT()= Hi»u giúa sè �¾a ð và tr½ sè ch®n − sè �¾a ð và tr½ sè l´.

2.3 Sè c¥y sçi l´: câ thº.
Sè c¥y sçi ch®n − chia h¸t cho 4: câ thº (chia th nh hai nhâm méi nhâm

n

2
con ngçi t¤i hai

c¥y. Sau �â tø mët c¥y sau
n

4
l÷ñt (2 con/l÷ñt) nh©y sang b¶n c¤nh.

Sè c¥y sçi ch®n nh÷ng khæng chia h¸t cho 4: khæng thº. �¡nh sè c¥y tø 1 �¸n n. Gåi a l  sè
sâc ngçi tr¶n c¥y sè l´, b l  sè sâc ngçi tr¶n c¥y sè ch®n. HTT(): hi»u cõa hai sè (mod 4).
Hi»u n y ho°c khæng thay �êi, ho°c thay �êi 4 �ìn và .Tùc l  b§t bi¸n (mod 4). Lóc �¦u
a− b ≡ 0 (mod 4), t¼nh tr¤ng 4k + 2 (mod 4) nh÷ vªy khæng thº x£y ra.

2.4 Khæng thº. Sau méi b÷îc têng c¡c sè gi£m sè ch®n �ìn và. Ban �¦u l  sè l´.

2.5 a) khæng thº. b) Câ thº.

2.6 D÷ cõa têng c¡c sè khi chia cho 17.

4.2 M¦u tr­ng. T½nh ch§t l´ cõa c¡c h¤t �é m¦u tr­ng l  b§t bi¸n.

6.1 T½nh b§t bi¸n cõa têng c¡c chú sè.

6.2 Têng c¡c chú sè b§t bi¸n modulo 9.
Sè nhªn �÷ñc khæng chia h¸t cho 9 (d÷ 7). M°t kh¡c 0 = 1 + 2 + . . . + 9 = 45 chia h¸t cho 9.

6.3 Têng c¡c sè b§t bi¸n.

6.5 T½ch ba sè b§t bi¸n.

6.6 F (x) v  x2 · f
(

1 +
1

x

)
câ còng delta − b§t bi¸n. G(x) câ delta kh¡c. Khæng thº �÷ñc.

6.7 Delta b§t bi¸n.
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6.8 Khæng thº.
N¸u ta �ành tr÷îc mët h÷îng cè �ành sau �â �i quanh chu vi cõa tam gi¡c v  h¼nh chú nhªt
theo chi·u quay d÷ìng. Ch¿ chó þ c¡c c¤nh câ còng h÷îng (d÷ìng) th¼ cëng l¤i v  ng÷ñc h÷îng
(¥m) th¼ trø �i. Nh÷ vªy têng n y s³ b§t bi¸n vîi c¡c �a gi¡c khi �¢ bà chia th nh c¡c m£nh
v  bà tành ti¸n. Trong tr÷íng hñp h¼nh chú nhªt, têng theo méi h÷îng �·u b¬ng 0. Tr÷íng hñp
h¼nh tam gi¡c câ t§t c£ 6 h÷îng v  c¡c h÷îng n y l¦n l÷ñt l  a, b, c, −a, −b, −c. Rã r ng hai
�¤i l÷ñng b§t bi¸n n y khæng tròng nhau.

6.9 X²t c¡c sè câ d¤ng a
√

19 + b
√

97 vîi a, b húu t¿. �¥y l  c¡c sè lªp th nh mët �¤i sè vîi
c¡c ph²p t½nh (+), (−) nghàch �£o (−1) (�âng vîi c¡c ph²p t½nh). Tªp hñp n y khæng chùa sè
1. Vªy khæng thº t¤o gi¡ trà 1.

6.10 18 = 21 · 32. T½nh ch®n l´ cõa têng c¡c lôy thøa luæn thay �êi lu¥n phi¶n theo tøng phót
− �¥y công l  sü b§t bi¸n. Lóc �¦u têng nay l  sè l´, sau mët phót l  sè ch®n. Vªy sau 60 phót
(60 l¦n thay �êi) nâ quay v· sè l´ nh÷ng 96 = 25 · 31 câ 5 + 1 l  sè ch®n. Khæng thº xu§t hi»n
thíi �iºm �â.

6.11 Têng b¼nh ph÷ìng cõa ba sè b§t bi¸n − khæng thº.

6.12 Têng chu vi max cõa c¡c ph¦n bà cä d¤i l  �¤i l÷ñng b§t bi¸n. Suy ra khæng thº.

6.13 T¤i �iºm (−1) sü thay �êi cõa gi¡ trà thay th¸ l  b§t bi¸n (gi£m �i �óng 1 �ìn và − méi
l¦n thay �êi ). Do �â s³ câ �a thùc câ nghi»m t¤i (−1) khi �i tø f(−1) = 11 �¸n g(x) = −9.

6.14 Khæng thº do têng S = (a + c + e + g + k)− (b + d + h + f) = 0 b§t bi¸n.

6.15 Khæng thº. Bæi �en c¡c æ vuæng b n cí.

6.16 Ng÷íi �i �¦u th­ng. Chó þ b§t bi¸n 4.

6.18 Sau méi b÷îc têng c¡c sè ghi tr¶n �¿nh ngô gi¡c khæng thay �êi - b§t bi¸n.
X²t S = (a− c)2 + (b− d)2 + (c− e)2 + (d˘a)2 + (e˘b)2 Sau khi thay �êi têng n y s³ l 
S ′ = (a−c)2+(−b−d)2+(c+b−e)2+(d˘a−b)2+(e+b)2 Khi �â S−S ′ = −2b(a+b+c+d+e) > 0
v¼ b < 0, �i·u �â chùng tä r¬ng S luæn gi£m. V¼ c¡c sè tr¶n �¿nh ngô gi¡c l  c¡c sè nguy¶n.
N¶n sau húu h¤n b÷îc th¼ døng l¤i ⇔ ch¿ cán c¡c sè khæng ¥m.
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7.1 Khæng thº. Sè m£nh câ d¤ng 24 + 9k.

7.2 Khæng thº . Têng c¡c sè tr¶n b£ng luæn l  sè l´.

7.3 Sè c¡c sè 0 luæn l  ch®n (b§t bi¸n). Vªy b÷îc thù 98 ch¿ cán 2 sè 0. B÷îc thù 99 s³ cán l¤i
sè 1.

7.4 Sai. Sè m£nh t«ng l¶n l  bëi cõa 5. Do �â sè m£nh gi§y chia 5 luæn d÷ 1.

7.5

i) Sè 191. Sau méi l¦n têng c¡c sè tr¶n b£ng gi£m 1 �ìn và (gi£m b§t bi¸n).

ii) 21! − 1. N¸u c¡c sè tr¶n b£ng l  a1, a2, ..., an th¼ gi¡ trà: S = (a1 + 1)(a2 + 1)....(an + 1)
luæn khæng �êi. Vªy sau l¦n cuèi còng k¸t qu£ s³ l  S − 1.

7.6 M¦u tr­ng. T½nh ch§t l´ cõa c¡c h¤t �é m¦u tr­ng l  b§t bi¸n.

7.7 Qu£ chuèi.

7.8 Khæng. V¼ sè �ùng ð giúa ph£i b¬ng têng 4 sè �ùng ð 4 bèn gâc.

7.9 Khæng thº. V¼ hi»u hai n­m di¶m bi¸n �êi 3k �ìn và. Tùc l  S = a− b b§t bi¸n.

7.10 Têng sè di¶m S = a + b + c thay �êi 3k �ìn và méi l¦n. (Sè d÷ khi chia cho 3 b§t bi¸n.

7.11 Khæng thº. �¤i l÷ñng S = (a + c)− (b + d) chia cho 3 câ sè d÷ b§t bi¸n.

7.13 Khæng thº. V¼ nh÷ vªy b÷îc tr÷îc �â s³ l  to n sè 1 v  nh÷ vªy tr÷îc �â ch¿ câ thº l 
1, 0, 1, 0, .... tùc câ sè ch®n c¡c chú sè. Nh÷ng 9 l  sè l´.

7.14 Khæng thº. �¡nh d§u méi c¥y theo thù tü 1, 2, ..., 44. Gåi i.ai l  gi¡ trà cõa c¥y thù i khi

câ ai con sâc. S l  têng c¡c gi¡ trà c¡c c¥y. Têng n y lóc �¦u l  44 · 45

2
l  sè l´. Sau méi l¦n

chuyºn �ëng têng n y thay �êi mët gi¡ trà ch®n. Khæng thº th nh 44 · i l  mët sè ch®n.

8.1 Sè säi v  sè �èng säi tr¶n m°t b n b§t bi¸n (1001+1 = 1002) khæng chia h¸t cho 3n+n = 4n.

8.2 Thüc hi»n �÷ñc. Lªp h m t¼nh tr¤ng (sü chuyºn �êi luæn l m gi£m thüc sü sè sai l»ch).

8.3 Khæng thº .T½ch cõa c¡c æ b§t bi¸n.

8.4 Khæng thº. Trong b£ng têng c¡c æ �ùng ð c¡c h ng 2, 3, 5 v  6, 7, 8 luæn t«ng mët l÷ñng
3k.

8.5 Khæng thº. X²t h m sè S(a, b, c, d, e, f) = 2a+4b+6c+8d+10e+12f . H m n y thäa m¢n
t½nh ch§t: S(x1, x2, x3, x4, x5, x6)x1, v  S(x2, x3, x4, x5, x6, x7) câ chú sè cuèi còng gièng nhau.
M°t kh¡c S(1, 0, 1, 0, 1, 0) = 18 v  S(0, 1, 0, 1, 0, 1) = 24 c¡c sè n y chú sè cuèi còng khæng
gièng nhau. Væ lþ.
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