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�æi líi chia s´

Ch¿ 10− 20 n«m núa khi l n sâng cæng ngh» 4.0 s³ �ành h¼nh l¤i c§u tróc cuëc sèng v  x¢ hëi.
C¡i �âi ngh±o �¢ �÷ñc tr£ v· cho qu¡ khù, lóc �â lao �ëng khæng cán l  �º tçn t¤i m  chõ y¸u
nh¬m möc �½ch s¡ng t¤o v  ti¸n bë.

C¡c cæng vi»c s³ tªp trung v o 4 nhâm:

− Ngh» thuªt

− Khoa håc kÿ thuªt

− Dàch vö

− Sùc khäe v  Thº thao

Tòy thuëc kh£ n«ng, con ng÷íi câ thº lüa chån c¡c thº lo¤i cæng vi»c phò hñp. Nh÷ng b§t k¼
cæng vi»c g¼ y¸u tè s¡ng t¤o v  thi �ua s³ �÷ñc �÷a l¶n h ng �¦u.

Chóng tæi chån cæng vi»c chu©n bà h nh trang tri thùc khoa håc kÿ thuªt cho lîp cæng d¥n thíi
�¤i 4.0 l m nhi»m vö ch½nh cõa m¼nh.
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Ph¦n I

Tø �ành lþ Hall, �ành lþ Konig �¸n lþ
thuy¸t ph¥n phèi ên �ành

Trong b i vi¸t n y chóng ta ti¸p cªn c¡c k¸t qu£ nêi ti¸ng cõa lþ thuy¸t k¸t �æi v  lþ thuy¸t
ph¥n phèi ên �ành qua nhi·u gâc �ë. C¡c lþ thuy¸t n y �ang �÷ñc khai th¡c v  sû döng rëng
r¢i trong cuëc sèng. C¡c k¸t qu£ to¡n håc li¶n quan �÷ñc nghi¶n cùu tr¶n ph÷ìng ch¥m d¤y
�÷ñc v  håc �÷ñc �èi vîi c¡c th¦y cæ v  c¡c b¤n håc sinh phê thæng.

Trong b i b¡o n y chóng ta quan t¥m �¸n �ành lþ Konig [9], �ành lþ Hall[5] v  c¡c v§n �·
�i k±m. �¦u ti¶n c¡c �ành lþ n y �÷ñc khai th¡c nh÷ hai �· t i bi»t lªp vîi nhúng chùng minh
tinh t¸ v  m¨u müc cõa ri¶ng méi �· t i. Sau �â c£ hai �· t i �÷ñc nèi vîi nhau b¬ng chùng
minh sü t÷ìng �÷ìng cõa chóng. Ph¡t hi»n n y mang mët thæng �i»p v· kh£ n«ng ti·m ©n cõa
ùng döng. Lþ thuy¸t gh²p �æi [8] ch½nh l  têng hñp cõa c¡c th nh tüu nghi¶n cùu to¡n håc cõa
�· t i n y. V  cuèi còng l  mët minh chùng Nobel: b¶n c¤nh nh  to¡n håc luæn c¦n câ mët
nh  kinh t¸ [11], ng÷íi s³ thêi hçn cho nhúng lþ thuy¸t khâ nhai n y �º nâ bøng t¿nh c¡c ùng
döng thüc sü trong cuëc sèng.

1 Mët sè kh¡i ni»m

C¡c ki¸n thùc cì b£n v· tê hñp v  �ç thà xin tr½ch d¨n trong c¡c t i li¶u [8] (ti¸ng Anh) [6]
(ti¸ng Hungarie) v  [13] (ti¸ng Vi»t). Sau �¥y ta ch¿ li»t k¶ nhúng kh¡i ni»m cì b£n nh§t.
C¡c �ành ngh¾a kh¡i ni»m v  k¸t qu£ ch¿ giîi h¤n trong c¡c tªp hñp húu h¤n.

�ç thà : G(V,E) l  mët tªp hñp gçm V �¿nh v  E c¤nh (E ∈ V ∗ V ). Ð �¥y ta ch¿ x²t �ìn �ç
thà væ h÷îng.
�ç thà l÷ïng ph¥n hay �ç thà hai ph½a (Bipartite graph): G(A,B;E) l  �ç thà m  tªp c¡c �¿nh
câ thº chia th nh hai tªp �¿nh sao cho c¡c c¤nh ch¿ ch¤y giúa hai tªp �¿nh n y (giúa A v  B).
K¸t �æi (Matching): trong �ç thà l÷ïng ph¥n G(A,B;E), mët k¸t �æi l  mët tªp c¡c c¤nh thuëc
E sao cho khæng câ hai c¤nh n o câ chung �¿nh.

Nhúng �ành lþ thuëc d¤ng MINI-MAX l  nhúng �ành lþ ph¡t biºu gi¡ trà cüc �¤i cõa mët
tªp hñp b¬ng gi¡ trà cüc tiºu cõa tªp kia.
T§t c£ c¡c ph¦n tû cõa mët tªp c¡c sè thüc ≤ nhä hìn ho°c b¬ng t§t c£ c¡c ph¦n tû cõa mët
tªp sè thüc kh¡c v  chóng câ ph¦n tû chung, th¼ tªp hñp thù nh§t câ gi¡ trà cüc �¤i, tªp thù
hai câ gi¡ trà cüc tiºu v  hai gi¡ trà n y b¬ng nhau.
Nguy¶n lþ n y �÷ñc sû döng tri»t �º trong c¡c chùng minh cõa c¡c b i to¡n câ y¸u tè gh²p
�æi. T§t nhi¶n tçn t¤i nhúng k¸t qu£ khæng thuëc d¤ng nhúng �ành lþ Mini-Max, v½ dö nh÷
�ành lþ Gallai [4] chóng ta công s³ l m quen d÷îi �¥y.
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2 �ành lþ Konig v  thuªt to¡n Hungary

Chóng ta bt �¦u b¬ng mët �· t i thó và. Trong mët m¤ng l÷îi giao thæng têng sè �iºm
tèi thi¸u �º câ thº theo dãi l÷u l÷ñng xe cë tr¶n tøng �o¤n �÷íng nèi hai �àa danh. V§n �· n y
�÷ñc mæ h¼nh hâa v  trð th nh b i to¡n �ç thà quan trång.

Kþ hi»u G(V,E) l  mët �ç thà m  ð �â tªp hñp c¡c �¿nh V l  c¡c �àa danh, E l  tªp hñp c¡c
c¤nh (�÷íng nèi c¡c �àa danh). Ng÷íi ta th÷íng kþ hi»u V (G) = |V | (sè c¡c �¿nh), E(G) = |E|
(sè c¡c c¤nh).
T¥p V ′ ⊆ V gåi l  tªp �iºm �ëc lªp n¸u b§t k¼ hai �iºm n o cõa nâ �·u khæng �÷ñc nèi trüc
ti¸p vîi nhau (c¡c �iºmcâ c¤nh mâc khæng l  ph¦n tû cõa tªp �iºm �ëc lªp).
Tªp �iºm ch°n (blocking set) V ′ ⊆ V l  mët tªp m  b§t k¼ c¤nh n o cõa �ç thà công câ ½t nh§t
mët �¦u l  �iºm thuëc V ′.
Tªp c¡c c¤nh E ′ ⊆ E �÷ñc gåi l  �ëc lªp (k¸t �æi) n¸u hai c¤nh b§t k¼ khæng câ �¿nh chung
(c¡c c¤nh mâc khæng l  ph¦n tû cõa b§t k¼ tªp c¤nh �ëc lªp n o).
Tªp c¡c c¤nh E ′ ⊆ E gåi l  tªp phõ n¸u b§t k¼ �iºm n o cõa G công l  �¿nh cõa mët c¤nh n o
�â trong V ′.
Nhúng �ành ngh¾a quan trång:

− Tªp �iºm �ëc lªp: α(G) sè ph¦n tû cõa tªp �iºm �ëc lªp cüc �¤i (max).

− Tªp �iºm ch°n: ι(G) sè ph¦n tû cõa tªp �iºm ch°n cüc tiºu (min).

− Tªp c¤nh �ëc lªp: γ(G) sè ph¦n tû cõa tªp c¤nh �ëc lªp cüc �¤i (max).

− Tªp c¤nh phõ: ρ(G) sè ph¦n tû cõa tªp c¤nh phõ cüc tiºu (min).

Qua qu¡ tr¼nh chùng minh ta s³ nhªn th§y c¡c gi¡ trà min, max khæng phö thuëc v o c¡ch
chån v  c¡c tªp �÷ñc chån.
Mët sè k¸t qu£ hiºn nhi¶n suy tø �ành ngh¾a.

H» qu£ 2.1. a) γ(G) ≤ ι(G): sè c¤nh �ëc lªp cüc �¤i (max) ≤ sè �iºm ch°n cüc tiºu (min)

b) α(G) ≤ ρ(G): sè �iºm �ëc lªp cüc �¤i (max) ≤ sè c¤nh phõ cüc tiºu (min).

Chùng minh.

a) Gi£ sû M l  mët tªp c¤nh �ëc lªp cüc �¤i. Ch¿ vîi vi»c ch°n c¡c c¤nh n y �¢ c¦n
|M | = γ(G) �iºm. Suy ra ι(G) ≥ |M | = γ(G).

b) T÷ìng tü.

�ành lþ 2.1 (Gallai [4). ,1912-1992]

a) Vîi måi �ç thà khæng câ c¤nh mâc: α(G) + ι(G) = V (G)
Sè �iºm �ëc lªp cüc �¤i + sè �iºm ch°n cüc tiºu = sè �iºm cõa �ç thà.

b) Vîi �ç thà khæng chùa �iºm cæ lªp: γ(G) + ρ(G) = V (G)
Sè c¤nh �ëc lªp cüc �¤i + sè c¤nh phõ cüc tiºu = sè �iºm cõa �ç thà.
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Chùng minh.

a) Ph¦n bò cõa tªp �iºm �ëc lªp l  tªp �iºm ch°n v  ng÷ñc l¤i, ph¦n bò cõa tªp �iºm ch°n
l  tªp �iºm �ëc lªp. Thªt vªy, n¸u X khæng �ëc lªp, th¼ trong X câ 2 �iºm �÷ñc nèi
vîi nhau b¬ng mët c¤nh, rã r ng V (G)\X khæng ch°n c¤nh n y. Ng÷ñc l¤i, n¸u V (G)\X
khæng ch°n mët c¤nh n o �â (t§t nhi¶n khæng l  c¤nh mâc), th¼ c£ hai �¦u cõa c¤nh n y
n¬m trong X v  nh÷ vªy X khæng cán l  tªp �¿nh �ëc lªp. Tø �â ι(G) +α(G) ≤ |V (G)|.
T÷ìng tü α(G) ≥ |V (G)\Y | vîi måi Y l  tªp �¿nh ch°n. Suy ra ι(G) + α(G)leq|V (G)|.

b) Mët tªp c¡c c¤nh �ëc lªp X câ γ(G) c¤nh s³ phõ 2 · γ(G) �iºm ri¶ng bi»t. C¡c �iºm
cán l¤i t§t nhi¶n s³ �÷ñc phõ b¬ng |V (G)| − γ(G) c¤nh (v¼ khæng câ �iºm cæ lªp). Do
�â |V (G)| − γ(G) ≥ ρ(G). M°t kh¡c, n¸u Y l  mët tªp c¤nh phõ cüc tiºu th¼ Y s³ l 
mët tªp hñp cõa c¡c ngæi sao díi d¤c nhau (gi£ sû câ k ngæi sao), v¼ n¸u Y câ chùa váng
trán ho°c mët �÷íng �i câ �ë d i 3, th¼ luæn bä �i �÷ñc mët c¤nh v  c¡c c¤nh cán l¤i
v¨n phõ �÷ñc to n bë c¡c �iºm, tr¡i vîi �i·u ki»n Y l  tªp c¤nh phõ cüc tiºu. Nh÷ vªy
ρ(G) = |V (G)| − k. Tø méi ngæi sao ta chån mët c¤nh, th¼ c¡c c¤nh n y s³ ho n to n
�ëc lªp. Do �â γ(G) ≤ k = |V (G)| − γ(G).

�ành lþ 2.2 (Konig[9). (1935)] Cho G(A,B,E) l  �ç thà hai ph½a. Khi �â:

a) υ(G) = ρ(G): Sè c¤nh �ëc lªp cüc �¤i b¬ng sè �iºm ch°n cüc tiºu.

b) α(G) = ρ(G): Sè �iºm �ëc lªp cüc �¤i (max) = sè c¤nh phõ cüc tiºu (min) n¸u �ç thà
khæng chùa �iºm cæ lªp.

�i·u ki»n khæng câ �iºm cæ lªp l  tü nhi¶n, v¼ n¸u câ �iºm cæ lªp th¼ khæng câ h» c¡c c¤nh
phõ.
Ta s³ chùng minh �ành lþ n y b¬ng thuªt to¡n nêi ti¸ng mang t¶n thuªt to¡n Hungary[7],
[8]. Thuªt to¡n �÷ñc t¼m ra bði c¡c nh  to¡n håc Hungary Konig Denes v  Egervari Jeno, v¼
th¸ c¡c nh  to¡n håc th¸ giîi dòng luæn t¶n n÷îc �º gåi thuªt to¡n nêi ti¸ng n y.
Mët sè b÷îc chu©n bà cho thuªt to¡n.
�÷íng xen k³ F (alternating path) :Trong �ç thà G, câ F l  mët h» k¸t �æi (tªp c¤nh �ëc
lªp). Khi �â nhúng �÷íng �i m  c¡c c¤nh thay �êi nhau theo quy luªt mët c¤nh khæng thuëc
F nèi ti¸p mët c¤nh thuëc F �÷ñc gåi l  �÷íng xen k³ cõa F . Ch¿ mët c¤nh ( khæng cæ lªp)
công l  �÷íng xen k³.
�÷íng c£i ti¸n (augmenting path): Trong �ç thà G, câ F l  mët h» k¸t �æi (tªp c¤nh �ëc
lªp). Khi �â �÷íng xen k³ −F �÷ñc gåi l  �÷íng �÷ñc c£i ti¸n −F n¸u c¤nh �¦u ti¶n v  c¤nh
cuèi còng khæng thuëc F . C¤nh (nh÷ng khæng l  mâc) l  �÷íng c£i ti¸n n¸u c¡c �iºm cuèi cõa
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nâ khæng nèi ti¸p c¤nh thuëc F .

Thuªt To¡n Hungary.
1. Xu§t ph¡t mët tªp réng (ch÷a câ c¤nh n o) ta l§y l¦n l÷ñt c¡c c¤nh v o tªp hñp n y sao
cho c¡c c¤nh �÷ñc l§y v o �ëc lªp vîi c¡c c¤nh �¢ l§y. Ti¸p töc nh÷ vªy cho �¸n khi n o câ
thº.
2. Khi �¢ khæng thº l§y th¶m �÷ñc v o tªp c¤nh �ëc lªp (theo c¡ch l§y d¾ nhi¶n �¥y s³ l  mët
�ç thà hai ph½a ), ta h¢y t¼m c¡c �÷íng c£i ti¸n. N¸u g°p nhúng �÷íng nh÷ vªy, ta thüc hi»n
vi»c �êi �÷íng �i cô b¬ng �÷íng �i mîi. (V½ dö tø �÷íng xen k³ . . . .−−. . . .−−. . . .−−. . . . �êi
th nh �÷íng −−. . . .−−. . . .−−. . . . −−).
C¡c b÷îc thay �êi n y luæn giú �÷ñc t½nh �ëc lªp cõa tªp c¡c c¤nh. Khi thuªt to¡n døng l¤i
khæng cán c¤nh �ëc lªp vîi c¡c c¤nh �¢ chån. Ghi chó r§t quan trång n y s³ �÷ñc dòng �¸n
trong qu¡ tr¼nh chùng minh.

Chùng minh. Chóng ta s³ dòng nguy¶n l½ Mini-Max �º gi£i b i to¡n n y.
Max {x: x m¦u xanh } = [Min {x: x m¦u �ä } ⇔ ∀x ∈ Xanh ∀y ∈�ä (x ≤ y)] ∧[Xanh ∩ �ä
6= ∅]. Hai �¯ng thùc c¦n chùng minh: υ(G) = ι(G) v  α(G) = ρ(G) thüc ch§t s³ l  Max|{k¸t
�æi ( c¤nh �ëc lªp)}| = Min |{tªp �iºm ch°n}| v  Max|{tªp �iºm �ëc lªp}| = Min |{tªp
c¤nh phõ}|.

1)Sè c¤nh cõa tªp c¤nh �ëc lªp (k¸t �æi) tèi �a ch¿ câ thº b¬ng sè l÷ñng cõa mët tªp �iºm
ch°n n o �â. Sè l÷ñng cõamët tªp �iºm �ëc lªp khæng thº v÷ñt qu¡ sè l÷ñng cõa b§t k¼ mët
tªp c¤nh phõ n o.( ghi chó r¬ng mët tªp c¡c c¤nh phõ ch¿ tçn t¤i n¸u graph khæng câ �iºm cæ
lªp.)
T§t c£ c¡c tªp c¤nh/�iºm �ëc lªp khi ch°n c¦n câ mët ph¦n tû tø b¶n ch°n/phõ tham gia. C¡c
c¡i kh¡c nhau (c¤nh/�¿nh) khæng thº �çng thíi ch°n �÷ñc b¬ng mët ph¦n tû. �i·u n y khæng
ch¿ �óng vîi graph hai ph½a.

2)Nhi»m vö cõa ta l  ph£i chùng minh:
− Câ tªp c¤nh �ëc lªp , m  sè l÷ñng c¡c c¤nh cõa nâ b¬ng sè l÷ñng cõa mët tªp �iºm ch°n.
( �i·u nay khæng ho n to n �óng vîi graph khæng l  hai ph½a. Ho°c trong graph cho ph²p câ
�¿nh cæ lªp).

a) Câ tªp c¡c �iºm �ëc lªp, m  sè l÷ñng cõa nâ �óng b¬ng sè l÷ñng cõa mët tªp c¡c c¤nh
phõ n o �â (�º chùng minh �i·u n y c¦n ph£i câ th¶m �i·u ki»n l  graph khæng chùa
�iºm cæ lªp, v¼ n¸u câ th¼ ngay c£ tªp c¤nh phõ công khæng tçn t¤i).
Câ gh²p �æi − gåi l  F − sao cho khæng tçn t¤i �÷íng �÷ñc c£i ti¸n (khæng thº sûa tèt
hìn �÷ñc núa) (c¤nh �ëc lªp công l  �÷íng c£i ti¸n).
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Bt �¦u tø mët tªp réng, ta l§y t§t c£ c¡c c¤nh �ëc lªp cho �¸n khi câ thº. Sau �â t¼m
l§y t¥t c£ c¡c �÷íng c£i ti¸n, v  thüc hi»n thay �êi c¤nh. Khi khæng thº ti¸p töc cæng
vi»c n y, tªp c¤nh �ëc lªp h¼nh th nh v  tªp �â ch½nh l  F .
Vi»c l§y v o th¶m c¡c c¤nh �ëc l¥p, sü thay �êi c¡c c¤nh trong qu¡ tr¼nh c£i ti¸n cõa
�÷íng, méi l¦n nh÷ vªy th¶m 2 �iºm mîi bà ch°n b¶n c¤nh c¡c �iºm cô v¨n ti¸p töc bà
ch°n khæng thay �êi. Do �â n¸u mët c¤nh �¢ khæng �ëc lªp, th¼ v· sau công s³ luæn
khæng �ëc lªp, v  trong tªp c¤nh �ëc lªp F cuèi còng s³ khæng câ �÷íng c£i ti¸n (công
khæng c£ l  c¤nh �ëc lªp núa).

b) Ta x²t c¡c tªp trñ lüc cho qu¡ tr¼nh chùng minh:
X1 := {v ∈ A|v khæng l  �iºm cuèi cõa b§t k¼ c¤nh n o cõa F}
Y1 := {v ∈ B|v khæng l  �iºm cuèi cõa b§t k¼ c¤nh n o cõa F}
X2 := {v ∈ A\X1 |v câ thº �¸n �÷ñc tø X1 qua �÷íng xen k³ }
Y2 := {v ∈ B\Y1| Nhúng �iºm thuëc B v  l  �iºm cuèi cõa nhúng c¤nh thuëc F phõ c¡c
�iºm X2 } X3 := A\(X1 ∪X2) Y3 := B\(Y1 ∪ Y2)

c) Y2 ∪X3 l  tªp �iºm ch°n, v¼:
Câ thº lo¤i sü tçn t¤i cõa t§t c£ c¡c c¤nh �÷ñc nèi giúa c¡c tªp �iºm kh¡c nhau �÷ñc
�ành ngh¾a tr¶n kia.C¡c c¤nh công khæng thº ho°c n¬m trong c¡c tªp X ho°c Y v¼ �¥y
l  graph hai ph½a.

Ta �¢ bi¸t F l  tªp c¤nh �ëc lªp ( k¸t �æi)
Sè l÷ñng cõa chóng b¬ng nhau, v¼
|F | = |A\X1| = |X2 ∪X3| = |Y2|+ |X3| = |Y2 ∪X3|
�¸n �¥y ta �¢ chùng minh �÷ñc
υ(G) = ι(G) : Sè c¤nh �ëc lªp cüc �¤i b¬ng sè �iºm ch°n cüc tiºu.

d) X1 ∪X2 ∪ Y 1 ∪ Y3 l  tªp �iºm �ëc lªp v¼ II. 3. A).
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Tªp c¤nh F bê sung th¶m nhúng c¤nh xu§t ph¡t tø c¡c �iºm cõa Y1v  X1 s³ l  tªp c¤nh phõ,
(chóng ta câ thº bê sung v¼ theo gi£ thi¸t �ç thà khæng câ �iºm cæ lªp).
Theo �ành ngh¾a cõa c¡c tªp X1 v  Y1, c¡c tªp hñp A\X1 v  B\Y1 bà phõ bði c¡c c¤nh thuëc
F , c¡c �iºm thuëc c¡c tªp X1 v  Y1 �÷ñc phõ bði c¡c c¤nh �¢ chån bê sung.
Sè l÷ñng c¡c ph¦n tû cõa hai tªp n y tròng nhau, v¼
Sè l÷ñng c¡c c¤nh phõ l  |F |+ |Y1|+ |X1|, sè l÷ñng c¡c �iºm �ëc lªp l  |X1|+ |X2|+ |Y1|+ |Y3|;
c¡c c¤nh cõa F t¤o n¶n song ¡nh giúa X2 ↔ Y2v  X3 ↔ Y3. V  trong c¡c t÷ìng ùng song ¡nh
n y t§t c£ c¡c c¤nh cõa F �·u tham gia. Do �â |F | = |X2|+ |Y3| v  tø �â ta câ
α(G) = ρ(G) : sè �iºm �ëc lªp cüc �¤i = sè c¤nh phõ cüc tiºu .
Vîi �ành ngh¾a cõa c¡c sè α(G), ι(G), υ(G), ρ(G) �ành lþ �÷ñc CM.

�ành lþ Konig cho líi gi£i v  c£ thuªt to¡n gi£i quy¸t thäa �¡ng v§n �· giao thæng �¢ �÷ñc
�°t ra.

3 �ành lþ hall (1935)

Mët trong nhúng k¸t qu£ �µp nh§t cõa to¡n ríi r¤c l  �ành lþ Hall, cán câ t¶n l  �ành lþ
Hæn nh¥n háa thuªn. �ành lþ n y còng �ành lþ Konig câ t¦m quan trong quy¸t �ành cho sü
ph¡t tri¶n cõa lþ thuy¸t c¥n gh²p �æi v  c¡c ùng döng rëng d¢i cõa nâ trong thüc t¸.
T l  mët tªp hñp. Ti(i = 1, . . . , n) l  c¡c tªp con cõa T .

�ành ngh¾a 1. H» c¡c �¤i di»n ph¥n bi»t (SDR) l  tªp n ph¦n tû ph¥n bi»t t1, t2, . . . , tn cõa
h» thèng c¡c tªp hñp T1;T2; · · · ;Tn sao cho ti ∈ Ti vîi t§t c£ 1 ≤ i ≤ n.

�ành ngh¾a 2. Nhúng h» tªp hñp Ti(i = 1, . . . , n) câ t½nh ch§t | ∪ Ti| ≥ |Ii| vîi Ii l  tªp con
cõa tªp {1, 2, 3, . . . , n} th÷íng �÷ñc gåi l  h» tªp hñp thäa m¢n �i·u ki»n Hall.

�ành lþ 3.1 ([5). (Hall - 1935)] D¢y c¡c tªp con T1;T2; . . . .;Tn cõa tªp húu h¤n T câ h»
c¡c �¤i di»n ph¥n bi»t n¸u nâ thäa m¢n �i·u ki»n Hall (| ∪ Ti| ≥ |Ii|vîi Ii l  tªp con cõa tªp
{1, 2, 3, . . . , n}).

Chùng minh. Ta d¹ d ng th§y r¬ng �i·u ki»n Hall l  �i·u c¦n: N¸u h» tªp hñp T1;T2; . . . .;Tn
câ h» �¤i di»n ph¥n bi»t nh÷ng �i·u ki»n Hall khæng thäa m¢n, khi �â tçn t¤i mët hñp cõa k
tªp hñp n o �â m  sè l÷ñng c¡c ph¦n tû nhä hìn k. M°t kh¡c v¼ méi tªp con câ �¤i di»n ph¥n
bi»t, n¶n hñp cõa c¡c tªp con n y s³ câ ½t nh§t k ph¦n tû − m¥u thu¨n x£y ra.
Ta chùng minh �i·u ki»n �õ b¬ng quy n¤p. (Tham kh£o chùng minh n y tø s¡ch Proofs from
the book cõa Aigner v  Ziegler[1]).
Vîi n = 1 hiºn nhi¶n. Gi£ sû n > 1 h» tªp hñp T1, T2, · · · , Tn thäa m¢n �i·u ki»n Hall - k½ hi»u
l  (H). Mët h» gçm l tªp hñp A1;A2; · · · ;Al1 ≤ l < n (trong �â Ak �÷ñc chån tø {Tj}) l  mët
h» �tîi h¤n� n¸u hñp cõa chóng câ �óng l ph¦n tû. Ta s³ ph¥n th nh hai tr÷íng hñp.

Tr÷íng hñp 1. Khæng tçn t¤i h» tîi h¤n.
Ta chån mët ph¦n tû x b§t k¼ tø Tn. Lo¤i bä ph¦n tû x ra khäi tªp T . X²t h» tªp hñp
T ′1, T

′
2, · · · , T ′n−1 sao cho T ′ = Ti {x}. V¼ khæng tçn t¤i h» tªp hñp con tîi h¤n n o, cho n¶n b§t

k¼ h» con k ph¦n tû T ′k �·u chù ½t nh§t k ph¦n tû ( (k + 1)− 1 = k). Do �â theo gi£ thi¸t quy
n¤p tçn t¤i h» �¤i di»n ph¥n bi»t t1, t2, · · · , tn−1 cho h» tªp hñp T ′1, T ′2, · · · , T ′n−1. Gh²p th¶m
tn = t ta �÷ñc h» �¤i di»n ph¥n bi»t cho T1;T2; · · · ;Tn.
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Tr÷íng hñp 2. Tçn t¤i h» tîi h¤n.
Sau khi �¡nh d§u l  c¡c tªp hñp con, khæng m§t têng qu¡t ta câ thº gi£ sû r¬ng h» tªp
{T1, T2, · · · , Tl} l  tîi h¤n. Nh÷ vªy k½ hi»u ∪Ti(i + 1 → l) = V khi �â |V | = l. V¼ l < n
theo gi£ thi¸t quy n¤p ta câ h» �¤i di»n ph¥n bi»t t1, t2, · · · , tl cho h» {T1, T2, · · · , Tl} trong �â
ti ∈ V, 1 ≤ i ≤ l. X²t c¡c tªp con cán l¤i {Tl+1, Tl+2, . . . ., Tn}. Tø �¥y l§y k tªp con b§t k¼, gi£
sû Tl+1, Tl+2, · · · , Tl+k . Khi �â vîi

Vl+1 = Tl+1 V, . . . ., Vn = Tn V

l + k ≤ | ∪ Ti : i ≤ l + k| ≤ | ∪ Ti : i ≤ l|+ | ∪ Vi : l + 1 ≤ i ≤ l + k|
tø �â k ≤ |cupVi : l + 1 ≤ i ≤ l + k|, suy ra Vl+1, · · · , Vn thäa m¢n �i·u ki»n Hall. Bê sung hai
h» �¤i di»n ph¥n bi»t n y, ta �÷ñc �i·u ph£i chùng minh.

Nh÷ chóng ta �¢ tøng nhc tîi, �ành lþ Hall mð �¦u cho sü h¼nh th nh v  ph¡t triºn m¤nh
m³ cõa lþ thuy¸t gh²p �æi ( hay cán gåi l  lþ thuy¸t c¥n b¬ng). Vîi ph¡t biºu d÷îi d¤ng gh²p
�æi t¼m vñ t¼m chçng chóng ta câ mët gâc nh¼n thüc ti¹n v  sinh �ëng, minh håa nëi dung v 
c¡c kh£ n«ng ùng döng ti·m t ng cõa �ành lþ.

Câ m ng÷íi � n æng v  n ng÷íi � n b . Nhâm c¡c � n æng v  nhâm c¡c � n b  s³ �÷ñc
t÷ìng ùng nh÷ h» tªp hñp {T1, T2, · · · , Tn} v  h» t1, t2, · · · , tn. �º gióp cho � n æng sîm t¼m
�÷ñc ng÷íi � n b  th½ch hñp l m vñ, ng÷íi ta �· nghà nhúng ng÷íi � n æng lªp danh s¡ch
nh÷ng ng÷íi � n b  m  m¼nh ÷ng þ theo thù tü tø tr¶n xuèng. Ng÷íi � n b  ti n¬m trong
danh s¡ch Tj n¸u ng÷íi � n æng thù j th½ch cæ ta. C¡c ng÷íi � n æng s³ chån �÷ñc vñ khi v 
ch¿ khi vîi b§t k¼ mët nhâm k ng÷íi � n æng n o, sè � n b  câ trong têng danh s¡ch cõa hå
lîn hìn ho°c b¬ng k. H» �¤i di»n ph¥n bi»t cho chóng ta �£m b£o kh£ n«ng chån vñ cõa c¡c
ng÷íi � n æng v  công �£m b£o ch¸ �ë mët vñ mët chçng.

Nh÷ ta �¢ �ành ngh¾a trong mët �ç thà h» gh²p �æi l  mët tªp hñp con cõa E(G) (c¤nh cõa
G) m  khæng câ b§t ký hai c¤nh n o câ �¿nh chung. Nâ th÷íng công gåi l  tªp c¡c c¤nh �ëc
lªp.

�ành ngh¾a 3. H» gh²p �æi �÷ñc gåi l  �çng khp tr¶n c¡c �¿nh n¸u méi �¿nh �·u câ tr¶n
mët c¤nh n o �â cõa mët h» gh²p �æi.

Tªp h ng xâm li·n k· N(K) cõa c¡c �¿nh thuëc K ⊆ A trong �ç thà G(A,B,E) l  tªp hñp
c¡c �¿nh cõa B tham gia t¤o th nh c¤nh vîi �¿nh tø K.
V½ dö minh håa:
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�ành lþ 3.2 (�ành lþ Hall − Lþ thuy¸t �ç thà). Gi£ sû G = (A,B,E) l  mët �ç thà hai ph½a.
�ç thà G câ mët h» gh²p �æi �çng khp tr¶n A khi v  ch¿ khi

|N(K)| ≥ |K|vimiK ⊆ A.

|N(K)| ≥ |K| vîi måi K ⊆ A l  biºu di¹n cõa �i·u ki»n Hall d÷îi d¤ng lþ thuy¸t �ç thà.

Chùng minh. �º chuyºn �êi �ành lþ tø d¤ng lþ thuy¸t tªp hñp sang d¤ng lþ thuy¸t �ç thà, ta
k½ hi»u T1, · · · , Tn c¡c �¿nh trong A, v  ph¦n tû ti thuëc Ti, 1 ≤ i ≤ n k½ hi»u c¡c �¿nh trong
B.(Ti, tj) l  c¤nh cõa �ç thà n¸u tj thuëc Ti.

Theo �i·u ki»n Hall, n¸u chóng ta câ thº chån b§t ký k ≤ n c¡c tªp hñp Ti th¼ hñp cõa chóng
câ chùa ½t nh§t c¡c k ph¦n tû, do �â Ti câ mët tªp hñp c¡c �¤i di»n kh¡c nhau. T÷ìng tü , n¸u
chóng ta câ thº chån b§t ký K ⊆ A vîi |N(K)| ≥ |K|,do �i·u ki»n Hall cõa méi �¿nh trong A
s³ �÷ñc gh²p bði c¡c c¤nh tîi c¡c �¿nh ri¶ng bi»t cõa B, t¤o th nh mët h» �¤i di»n ph¥n bi»t
cõa A v  h» n y �çng khp tr¶n A. Ng÷ñc l¤i, c¡c tªp hñp t¡ch ríi A v  B cõa mët �ç thi hai
ph½a G(A,B,E) x¡c �ành mët chuéi c¡c bë Ti v  c¡c ph¦n tû tj cõa nâ v  c¡c c¤nh t÷ìng ùng
l  c¡c mèi quan h» tj ∈ Ti, s³ câ mët h» �¤i di»n ph¥n bi»t.

Trong v§n �· hæn nh¥n cõa chóng ta, ng÷íi � n æng t÷ìng ùng bði c¡c �¿nh A v  phö nú
theo c¡c �¿nh trong B. Mët �¿nh trong A �÷ñc k¸t nèi vîi mët �¿nh trong B n¸u ng÷íi � n
æng t÷ìng ùng �â câ ng÷íi phö nú th½ch ùng tr¶n danh s¡ch cõa m¼nh. H» gh²p �æi khæng câ
b§t ký �¿nh chung l  �£m b£o ch¿ �÷ñc ph²p câ nhúng cuëc hæn nh¥n mët vñ mët chçng. N¸u
A �çng khp, câ ngh¾a l  t§t c£ nhúng ng÷íi � n æng �¢ t¼m �÷ñc mët ng÷íi b¤n �íi theo y¶u
c¦u. Do �â, t½nh �çng khp cõa A l  t÷ìng �÷ìng vîi Ti câ mët h» thèng c¡c �¤i di»n ph¥n bi»t.

T÷ìng th½ch hæn nh¥n biºu di¹n d¤ng ma trªn.

C¡c h¼nh thùc ma trªn cõa �ành lþ Hall khæng �÷ñc sû döng rëng r¢i nh÷ c¡c d¤ng lþ thuy¸t
tªp hñp hay lþ thuy¸t �ç thà, v¼ c¡c d¤ng n y �¢ �÷ñc chùng tä câ kh£ n«ng ¡p döng húu hi»u
hìn trong c¡c v§n �· thüc t¸. Tuy nhi¶n, v· m°t lþ thuy¸t nâ r§t húu ½ch �º nh¼n nhªn c¡c
phi¶n b£n tø lþ thuy¸t tªp hñp cõa �ành lþ Hall câ thº �÷ñc chuyºn �êi d¹ d ng th nh mët ma
trªn (0, 1), ¡p döng �º ph¡t triºn c¡c chùng minh mët sè lþ thuy¸t quan trång kh¡c.
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�ành lþ 3.3 (D¤ng Matrix cõa �ành lþ Hall). Gåi M l  mët ma trªn m × n cõa 0 v  1. Khi
�â câ thº chån trong méi h ng cõa M mët ph¦n tû 1, sao cho khæng câ hai trong sè c¡c ph¦n
tû n y n¬m trong còng mët cët, khi v  ch¿ khi vîi måi k h ng cõa M , trong �â 1 ≤ k ≤ n;m,
câ ½t nh§t l  k cët câ chùa ph¦n tû 1.

Chùng minh sau �÷ñc x¥y düng tr¶n cð cð bi¸n �êi cõa �ành lþ Hall tø d¤ng lþ thuy¸t tªp
hñp sang d¤ng Matrix.

Chùng minh. Cho ME = (mij) l  ma trªn m× n, sao cho mij = 1 n¸u tj ∈ Ti v  b¬ng 0 n¸u
ng÷ñc l¤i.V½ dö: Cho T = T1 ∪ T2 ∪ T3 ∪ T4 vîi T1 = {1, 2}, T2 = {3, 4}, T3 = {3}v  T4 = {1, 4}.
Ta �ành ngh¾a mët matrix li¶n k¸t h ng xâm li·n k· nh÷ sau:

Khi �â, trong méi h ng cõa ma trªn t÷ìng ùng vîi c¡c Ti . Méi cët t÷ìng ùng vîi c¡c ph¥n
tû tj. Gi¡ trà t¤i (i, j) s³ l  1 n¸u tj ∈ Ti, v  b¬ng 0 trong tr÷íng hñp ng÷ñc l¤i.
B¬ng c¡ch biºu di¹n tr¶n ta ch¿ ra sü t÷ìng ÷ng 1 − 1 giúa d¤ng tªp hìp v  d¤ng matrix cõa
cõa b i to¡n. Vi»c chån �÷ñc c¡c gi¡ trà (i, j) = 1 tr¶n c¡c �iºm cõa matrix sao cho khæng câ 2
�iºm n o ho°c chung h ng ho°c chung cët t÷ìng ùng vîi chån �÷ñc h» �¤i di»n ph¥n bi»t cõa
tªp hñp {Ti} v  ng÷ñc l¤i.

�ìn cû v½ dö v· k¸t hæn b·n vúng, ng÷íi � n æng s³ �÷ñc t÷ìng ùng bði c¡c h ng trong
ma trªn v  nú t÷îng ùng vîi c¡c cët cõa ma trªn. N¸u ng÷íi phö nú thù j câ trong danh s¡ch
cõa ng÷íi � n æng thù i möc mij t÷ìng ùng s³ l  1, 0 n¸u ng÷ñc l¤i. Vi»c lüa chån th nh cæng
c¡c gi¡ trà 1 cho c¡c �iºm mij sao cho khæng câ gi¡ trà 1 �÷ñc chån câ chung h ng hay cët �èi
vîi gi¡ trà 1 kh¡c. �i·u n y chùng tä luªt mët chçng mët vñ �÷ñc �£m b£o, v  méi ng÷íi � n
æng �·u chån �÷ñc nguíi vñ duy nh§t cho m¼nh. Luªt hæn nh¥n s³ thüc thi n¸u �i·u ki»n Hall
thäa m¢n.

4 Sü t÷ìng �÷ìng cõa �ành lþ Hall v  �ành lþ Konig

Trong cæng tr¼nh cõa m¼nh (n«m 1935) P. Hall công câ nhc �¸n sü t÷ìng �÷ìng cõa �ành
lþ Hall v  �ành lþ Konig nh÷ng khæng chùng minh. Trong ph¥n n y chóng ta s³ ch¿ ra sü t÷ìng
�÷ìng cõa hai �ành lþ. Hai �inh lþ gåi l  t÷ìng �÷ìng �÷ñc hiºu l  cæng nhªn k¸t qu£ �ành
lþ kia ta chùng minh �÷ñc �ành lþ n y v  ng÷ñc l¤i. Nhi·u khi c¡c m»nh �· trong c¡c �ành lþ
khæng t÷ìng �÷ìng ( v¼ ph¡t biºu vîi c¡c möc �½ch v  k¸t qu£ kh¡c).
Trong �ành lþ Hall ta c¦n �¸n kh¡i ni»m �i·u ki»n (H) v  h» �¤i di»n ph¥n bi»t (SDR). Trong
�ành lþ Konig c¡c kh¡i ni»m α(G), ι(G), upsilon(G), ρ(G) �âng vai trá chõ �¤o. Chóng ta giú
nguy¶n �ành ngh¾a cõa c¡c kh¡i ni»m n y trong qu¡ tr¼nh ch¿ ra sü t÷ìng �÷ìng cõa hai �ành
lþ.

�ành lþ 4.1. �ành lþ Hall v  �ành lþ Konigl  t÷ìng �÷ìng.
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Chùng minh. 1)Hall → Konig. �÷ñc chùng minh thæng qua d¤ng �ç thà cõa �ành lþ Hall.
Tr÷îc ti¶n ta chùng minh vîi G l  mët �ç thà hai ph½a th¼:
a) υ(G) = ι(G): Sè c¤nh �ëc lªp cüc �¤i b¬ng sè �iºm ch°n cüc tiºu.
υ(G) ≤ ι(G) l  hiºn nhi¶n, v¼ khæng câ hai c¤nh n o cõa υ(G) câ �iºm chung trong ι(G) v 
c¤nh n o trong υ(G) công câ mët �¿nh trong ι(G).B¥y gií chóng ta ph£i ch¿ ra r¬ng tçn t¤i
mët tªp �¿nh ch°n C câ sè c¡c �iºm b¬ng �óng sè c¤nh cõa mët k¸t �æi M . N¸u tçn t¤i mët
tªp �¿nh ch°n C nh÷ vªy, th¼ |C| = ι(G) v  M ph£i l  mët gh²p �æi maximum |M | = υ(G) ð
�¥y G = G(A,B,E).
K½ hi»u CA = C ∩A v  CB = C ∩B. V¼ G l  mët �ç thà hai ph½a n¶n khæng câ c¤nh giúa A\CA

v  B\CB. Ti¸p töc x²t c¡c tªp hñp H1 = CA∪ (B\CB) v  H2 = CB ∪ (A\CA). Gi£ sû K ⊆ CA.
N¸u |K| > |H1 ∩ N(K)| (ð �¥y H1 ∩ N(K) ch½nh l  c¡c h ng xâm li·n k· cõa K n¬m trong
H1. Khi �â tªp c¡c �¿nh CB ∪ (CA\K)∪ (H1 ∩N(K)) l  mët tªp �iºm ch°n câ k½ch th÷îc nhä
hìn, v¼ CB (giú nguy¶n) ch°n t§t c£ c¡c c¤nh khæng câ trong H1v  CA\K ch°n t§t c£ c¡c c¤nh
khæng li¶n quan �¸n K. C¡c c¤nh �â th¼ �÷ñc ch°n bði N(K), væ lþ v¼ CA cüc tiºu. Tø �â suy
ra �ç thà hai ph½a H1 thäa m¢n �i·u ki»n (H), do �â câ mët h» �¤i di»n ph¥n bi»t t÷ìng ùng
cho H1. Do t½nh �èi xùng cõa H1 v  H2, suy ra H2 công thäa m¢n �i·u ki»n (H). Tø �â suy ra
�ç thà hai ph½a H2 công câ h» �¤i di»n ph¥n bi»t. Hñp hai h» �¤i di»n ph¥n bi»t n y ta �÷ñc
mët tªp c¡c c¤nh �ëc lªp (gh²p �æi ). �i·u n y chùng tä γ(G) = ι(G) �ành lþ konig ph¦n a)
�÷ñc chùng minh.
α(G) = ρ(G): sè �iºm �ëc lªp cüc �¤i = sè c¤nh phõ cüc tiºu .
T÷ìng tü nh÷ tr¶n ta ch¿ ra r¬ng ρ(G) ≤ ∞(G).
2) Konig → Hall.
�i·u ki»n c¦n l  hiºn nhi¶n. n¸u K ∪A v  |K| > |N(K)| ½t nh§t mët �¿nh cõa K s³ khæng thº
�÷ìc gh²p �æi, v  nh÷ vªy A khæng câ h» �¤i di»n ph¥n bi»t. Ta s³ ch¿ ra �i·u ki»n �õ b¬ng
ph£n chùng. Gi£ sû |N(K)| ≥ |K| ∀K ⊆ A v  A khæng câ h» �¤i di»n ph¥n bi»t. Gi£ sû M l 
mët tªp c¤nh �ëc lªp (k¸t �æi) cüc �¤i. Khi �â theo �ành lþ Konig |A| ≥ |M | = γ(G) = ι(G). K½
hi»u X = { c¡c �¿nh x : x ∈ Av  ∃y ∈ B�º (x, y) ∈M}. Khi �â |X| = |M | < |A|. V¼M cüc �¤i
n¶n N(A\X) ⊆ N(M). �i·u �â chùng tä n¸u K ⊂ A, K .

= M , th¼ |K∪M | > |M | = N(M)m¨u
thu¨n vîi �i·u ki»n hall (H) : |N(K)| ≥ |K|, ∀ K ⊆ A.
�i·u n y chùng tä K = ∅., nâi c¡ch kh¡c A câ (SDR).

C¡c chùng minh t÷ìng �÷ìng n y �·u düa tr¶n hªu thu¨n l  þ t÷ðng cõa thuªt to¡n
Hungary. Mæt sè t i li»u tham kh£o v· tinh t÷ìng �÷ìng cõa c¡c �· t i câ thº xem t¤i [3] va
t÷ìng �èi �¦y �õ t¤i [10] cua P. F. Reichmeider ch¿ nghi¶n cùu v· t½nh t÷ìng �÷ìng.

5 Lþ Thuy¸t ph¥n phèi ên �ành v  thüc ti¹n t¤o lªp thà
tr÷íng.

Gi£i Nobel kinh t¸ n«m 2012 �÷ñc trao cho hai nh  b¡c håc nghi¶n cùu v· mët l¾nh vüc kh¡
l¤ l¨m, nh÷ng khæng v¼ th¸ m  khæng thó và. Lloyd S. Shapley v  Alvin E. Roth, v¼ c¡c nghi¶n
cùu cõa hai æng trong l¾nh vüc lþ thuy¸t �k¸t �æi� v  c¡c ph¡t minh v· thi¸t k¸ thà tr÷íng câ
kh£ n«ng ùng döng rëng r¢i tr¶n khp th¸ giîi (D. Gale m§t tr÷îc khi binh b¦u gi£i- theo nëi
qui gi£i Nobel ch¿ d nh cho c¡c t¡c gi£ cán sèng).

V o n«m 1962, khi Shapley mîi 39 tuêi v  �ang l  mët nh  to¡n håc l m ð Rand Corp,
mët think-tank �¦y quy·n lüc cõa Hoa Ký, nìi chuy¶n nghi¶n cùu c¡c dü ¡n h¤ng n°ng cho Bë
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5.1 B i to¡n hæn nh¥n b·n vúng LOISCENTER

Quèc pháng cõa n÷îc n y, æng v  mët nh  kinh t¸ kh¡c thuëc �¤i håc Brown l  D. Gale �«ng
mët cæng tr¼nh nghi¶n cùu câ t¶n �tuyºn sinh �¤i håc v  süên �ành cõa hæn nh¥n� tr¶n t¤p ch½
American Mathematical Monthly [12]
Shapley v  Gale �÷a ra mët thuªt to¡n (algorithm). Nghi¶n cùu n y bt �¦u b¬ng quan s¡t: tø
nhúng h nh vi �ìn gi£n g°p gï mua b¡n ho°c kþ hñp �çng nh÷ vi»c mua b¡nh m¼ ð cûa ti»m
ho°c thu¶ thñ sûa èng n÷îc, �¸n c¡c v§n �· cõa x¢ hëi v  kinh t¸, t÷ìng t¡c giúa c¡c c¡ nh¥n
v  c¡c tê chùc. Vîi c¡c giao dàch kinh t¸ b¼nh th÷íng, ng÷íi b¡n ph¡t gi¡ b¡n, ng÷íi mua �¸n
m°c c£, thäa thuªn gi¡, v  n¸u thäa thuªn th nh cæng th¼ chuy»n mua b¡n di¹n ra. Shapley
v  Gale quan s¡t th§y mët sè tr÷íng hñp, th½ dö nh÷ vi»c tuyºn sinh ð c¡c tr÷íng �¤i håc hay
vi»c t¼m ki¸m b¤n �íi cõa méi ng÷íi, giao dàch li¶n quan �¸n mët d¤ng t÷ìng t¡c m  sau n y
c¡c nh  kinh t¸ håc gåi l  �k¸t �æi� (matching).

5.1 B i to¡n hæn nh¥n b·n vúng

Shapley v  Gale �÷a ra mët kh¡i ni»m sau n y �÷ñc gåi l  �k¸t �æi b·n vúng� (stable
matching). Mët k¸t qu£ k¸t �æi b·n vúng l  tr÷íng hñp m  sau khi gh²p �æi xong, khæng x£y
ra chuy»n nâ câ thº bà ph¡ vï.
B i to¡n hæn nh¥n b·n vúng (SMP) y¶u c¦u t¼m mët k¸t �æi b·n vúng giúa c¡c ph¦n tû cõa
hai tªp hñp theo thù tü ÷u ti¶n cõa méi ph¦n tû. Mët k¸t �æi l  mët ¡nh x¤ tø c¡c ph¦n tû
cõa tªp hñp n y tîi c¡c ph¦n tû cõa tªp hñp kia. Mët c°p gh²p l  b·n vúng n¸u hai �i·u ki»n
sau khæng �çng thíi x£y ra:

a) Mët ph¦n tû A cõa tªp hñp thù nh§t th½ch ph¦n tû B cõa tªp hñp thù hai hìn ph¦n tû
�÷ñc gh²p vîi A.

b) B công th½ch A hìn ph¦n tû �÷ñc gh²p vîi B.

Nâi c¡ch kh¡c, mët c°p gh²p (k¸t �æi) l  b·n vúng n¸u khæng tçn t¤i c°p (A,B) trong �â c£
A v  B �·u th½ch ph¦n tû kia hìn ph¦n tû �÷ñc gh²p vîi chóng.
B i to¡n hæn nh¥n b·n vúng th÷íng �÷ñc ph¡t biºu nh÷ sau:
Câ n ng÷íi � n æng v  n phö nú, trong �â méi ng÷íi x¸p h¤ng t§t c¡c måi ng÷íi kh¡c giîi tø
1 �¸n n theo thù tü ÷u ti¶n, c¦n t¼m c¡ch tê chùc hæn nh¥n sao cho khæng tçn t¤i hai ng÷íi
kh¡c giîi y¶u nhau hìn vñ/chçng cõa hå. N¸u khæng tçn t¤i nhúng ng÷íi nh÷ vªy th¼ t§t c£
c¡c cuëc hæn nh¥n l  "b·n vúng."
Thuªt to¡n �º t¼m líi gi£i cho b i to¡n hæn nh¥n b·n vúng �÷ñc ¡p döng cho nhi·u b i to¡n
thüc t¸.

�ành lþ 5.1 (1962, D. Gale v  L. Shapley). Vîi sè l÷ñng � n æng v  phö nú b¬ng nhau, luæn
tçn t¤i líi gi£i b·n vúng cho SMP.

Chùng minh. �ành lþ Hall �¢ �£m b£o vi»c k²n vñ g£ chçng (gh²p �æi) n¸u thäa m¢n �i·u ki»n
(H) th¼ thüc hi»n �÷ñc. �º tçn t¤i hæn nh¥n b·n vúng th¼ ph£i thäa m¢n th¶m c¡c �i·u ki»n
khæng tçn t¤i t¼nh y¶u ch²o. �º gi£i quy¸t t¼nh tr¤ng n y Gale v  Shapley �÷a ra mët thuªt
to¡n.
Thuªt to¡n Gale-Shapley bao gçm nhi·u "l÷ñt" trong �â méi ng÷íi � n æng ch÷a �½nh hæn
"c¦u hæn" ng÷íi phö nú anh ta th½ch nh§t m  tr÷îc �â ch÷a c¦u hæn. Méi phö nú xem x²t
t§t c£ måi ng÷íi c¦u hæn v  tr£ líi ng÷íi cæ th½ch nh§t "câ thº" v  tø chèi t§t c£ nhúng ng÷íi
cán l¤i. T¤m thíi cæ �÷ñc "�½nh hæn" vîi ng÷íi � n æng �÷ñc cæ chån v  anh ta công t¤m thíi
"�½nh hæn" vîi cæ. Nh÷ vªy trong l÷ñt �¦u ti¶n, a) méi ng÷íi � n æng c¦u hæn ng÷íi phö nú
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anh th½ch nh§t, rçi b) méi ng÷íi phö nú tr£ líi "câ thº" vîi ng÷íi cæ th½ch nh§t v  tø chèi t§t
c£ nhúng ng÷íi kh¡c. Ð nhúng l÷ñt ti¸p theo, �¦u ti¶n a) méi ng÷íi � n æng ch÷a �½nh hæn
c¦u hæn ng÷íi phö nú anh ta th½ch nh§t m  anh ta ch÷a c¦u hæn tr÷îc �â (b§t kº ng÷íi �â
câ �ang �½nh hæn hay khæng), sau �â b) méi ng÷íi phö nú tr£ líi "câ thº" vîi ng÷íi c¦u hæn
cæ th½ch nh§t (b§t kº �â l  ng÷íi �½nh hæn t¤m thíi hay ng÷íi kh¡c) v  tø chèi t§t c£ nhúng
ng÷íi kh¡c (câ thº bao gçm c£ ng÷íi �½nh hæn t¤m thíi). Vi»c �½nh hæn t¤m thíi cho ph²p
ng÷íi phö nú �¢ �½nh hæn câ thº t¼m �÷ñc ng÷íi ng y c ng tèt hìn ð nhúng l÷ñt v· sau.

Thuªt to¡n n y �£m b£o r¬ng:

a) Thuªt to¡n câ �iºm døng sau húu h¤n b÷îc
Câ têng cëng n2 líi tä t¼nh. Méi khi câ ng÷íi tä t¼nh sè líi tä t¼nh câ thº gi£m �i 1. Thuªt
to¡n døng l¤i khi khæng câ ng÷íi � n æng n o bà tø chèi, �i·u �â công t÷ìng �÷ìng vîi
c¡c cæ g¡i �·u �¢ câ ng÷íi ngä líi v  khæng cán ai ph£i tø chèi.

b) T§t c£ måi ng÷íi �·u �÷ñc k¸t hæn
Sau khi mët phö nú �¢ �½nh hæn, cæ luæn �½nh hæn vîi mët ng÷íi n o �â. Do �â cuèi
còng khæng thº tçn t¤i mët ng÷íi � n æng v  mët ng÷íi phö nú �·u ch÷a �½nh hæn v¼
anh ta nh§t �ành c¦u hæn vîi cæ t¤i mët thíi �iºm n o �â (v¼ mët ng÷íi � n æng cuèi
còng câ thº c¦u hæn vîi t§t c£ måi phö nú n·u c¦n thi¸t) v  do cæ ch÷a �½nh hæn, cæ s³
tr£ líi �çng þ.

c) Hæn nh¥n b·n vúng
Gi£ sû An l  mët phö nú v  B¼nh l  mët ng÷íi � n æng �·u �¢ �½nh hæn, nh÷ng khæng
�½nh hæn vîi nhau. T¤i thíi �iºm thuªt to¡n k¸t thóc, khæng thº x£y ra tr÷íng hñp c£
An v  B¼nh �·u th½ch ng÷íi kia hìn vñ/chçng cõa hå. N¸u B¼nh th½ch An hìn vñ anh ta,
anh ta nh§t �ành �¢ c¦u hæn An tr÷îc khi c¦u hæn vñ m¼nh. N¸u An ch§p nhªn líi c¦u
hæn �â nh÷ng cuèi còng khæng k¸t hæn vîi B¼nh, cæ nh§t �ành bä anh ta theo mët ng÷íi
kh¡c cæ th½ch hìn. N¸u An tø chèi líi c¦u hæn, cæ nh§t �ành �¢ �½nh hæn vîi ng÷íi cæ
th½ch hìn B¼nh.

Nhªn x²t: c¡c ch ng trai ng y c ng xuèng th¸, c¡c cæ g¡i th¼ c ng l¶n gi¡ vªy �ai câ lñi� − v 
chóng ta l m ng÷ñc l¤i th¼ sao?
− C¡c ch ng trai câ �÷ñc h÷ðng quy·n lñi tèi ÷u ( k¶t qu£ tèi ÷u)
− C¡c cæ g¡i thö �ëng chí �i·u ki»n tèt �µp.

5.2 T¼nh tr¤ng �a �oan hay h» thèng tuyºn sinh �¤i håc.

Thuªt to¡n c°p �æi ho n h£o (gia �¼nh b·n vúng) câ thº chuyºn sang th nh �· ¡n tuyºn
sinh?
− N¸u câ thº th¼ ai l  ng÷íi h÷ðng lñi? håc sinh hay c¡c tr÷íng cao håc?

Trong tr÷íng hñp tuyºn sinh �¤i håc, gi£ sû mët c¡ch �ìn gi£n l  câ 10 ngh¼n sinh vi¶n
�¦u v o v  câ 10 tr÷íng �¤i håc, méi tr÷íng tuyºn mët ngh¼n sinh vi¶n. C¥u chuy»n nghe �ìn
gi£n, nh÷ng nâ phùc t¤p ð ché méi sinh vi¶n l¤i câ tr¼nh �ë kh¡c nhau v  sð th½ch cõa c¡c sinh
vi¶n n y �èi vîi c¡c tr÷íng �¤i håc công kh¡c nhau. Nh÷ th¸, gi£ sû mët tr÷íng �¤i håc b§t
ký nhªn �÷ñc 2 ngh¼n hç sì dü tuyºn, th¼ hå ph£i lo¤i �i bao nhi¶u v  giú l¤i bao nhi¶u hç sì
khi bi¸t r¬ng s³ câ nhi·u sinh vi¶n chóng tuyºn s³ khæng tham gia v o håc ð tr÷íng �â v¼ hå
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�÷ñc nhªn v o c¡c tr÷íng kh¡c m  hå th½ch hìn?
Thuªt to¡n Gale − Shapley n y công ¡p döng ho n h£o cho tr÷íng hñp tuyºn sinh �¤i håc,
m°c dò lªp luªn ¡p döng cho b i to¡n tuyºn sinh phùc t¤p hìn �æi chót. N²t �µp cõa thuªt
to¡n n y l  nâ r§t �ìn gi£n v  t¤o ra mët k¸t qu£ phi th÷íng − thû t÷ðng t÷ñng mët x¢ hëi
m  t§t c£ måi ng÷íi �·u t¼m �÷ñc ng÷íi th½ch hñp nh§t vîi m¼nh, v  khæng ai ph£i lüa chån
l¤i l¦n thù hai.
Ch¿ c¦n sûa trong thuªt to¡n k¸t �æi ho n h£o Gale-Shapley algorithm l  c¡c tr÷íng �¤i håc
(c¡c cæ g¡i) câ thº �÷ñc tuyºn nhi·u håc sinh ( l§y nhi·u chçng) theo h¤n mùc (quota) qui �ành
tr÷îc. Tùc l  c¡c tr÷íng (c¡c cæ g¡i) �÷ñc tr£ líi �câ thº� vîi t§t c£ nhúng ng÷íi câ nguy»n
vång cho �¸n khi �¦y c¡c con sè, v  lóc �â van g¤n låc mîi bt �¦u ho¤t �ëng. �Câ thº� vîi
ng÷íi �iºm cao hìn v  lo¤i ngay ng÷íi �ùng d÷îi.
Thuªt to¡n tr¶n �÷ñc Gale v  Shapley �÷a ra n«m 1962 �º phöc vö vi»c �÷a ra c¡c �iºm s n
thi �¤i håc.�¥y l  mët ch÷ìng tr¼nh �¡p ùng �÷ñc t½nh b·n vúng.Quy·n lñi câ håc sinh �÷ñc
�£m b£o tèi ÷u. Thíi gian nhanh câ k¸t qu£. Khâ câ sü lñi döng hay t¼m k³ hð cõa ch÷ìng
tr¼nh.

5.3 �¸n sü ra �íi cõa mët ng nh nghi¶n cùu mîi.

Tø vi»c s¡ng t¤o ra mët thuªt to¡n kh¡ �ìn gi£n �º gi£i quy¸t mët v§n �· phùc t¤p li¶n
quan �¸n vi»c k¸t �æi trong v§n �· hæn nh¥n v  v§n �· tuyºn sinh �¤i håc, Gale v  Shapley �¢
�°t vi¶n g¤ch �¦u ti¶n cho mët ng nh nghi¶n cùu mîi l  lþ thuy¸t k¸t �æi (matching theory)
trong kinh t¸ håc. Lþ thuy¸t n y hi»n nay �÷ñc ùng döng rëng r¢i trong c¡c ng nh nghi¶n
cùu kh¡c cõa kinh t¸ håc, tø vi mæ (nh÷ lþ thuy¸t v· �§u th¦u - auction theory) tîi v¾ mæ
(nh÷ lþ thuy¸t v· ti·n t» - monetary theory), v  l  mët cët trö cõa lþ thuy¸t trá chìi hñp t¡c
(cooperative game theory).
Mët trong nhúng ng÷íi ti¶n phong, v  dông c£m nh§t, trong vi»c ph¡t triºn lþ thuy¸t cõa Gale
- Shapley l  Alvin Roth - (T¶n câ v´ câ nguçn gèc Hungary)- nh  kinh t¸ håc cõa Tr÷íng �¤i
håc Harvard. L  mët gi¡o s÷ cüc ký uy¶n b¡c, Roth câ b· ngo i nh¼n r§t måt s¡ch (nerdy), khi
�â æng �ang ph¡t triºn c¡c nghi¶n cùu kinh t¸ håc th½ nghi»m - tùc l  mæ phäng c¡c t÷ìng t¡c
kinh t¸ trong mæi tr÷íng câ kiºm so¡t. Æng còng mët sè gi¡o s÷ kh¡c nh÷ gi¡o s÷ Dale Stalh
tê chùc c¡c trá chìi kinh t¸ nho nhä v  câ th÷ðng (v i chöc �æla) �º sinh vi¶n tham gia.

C¡c æng sau �â thu thªp v  ph¥n t½ch k¸t qu£ cõa c¡c trá chìi n y v  mæ h¼nh hâa c¡c
t÷ìng t¡c giúa nhúng ng÷íi chìi vîi nhau düa tr¶n quan s¡t thüc t¸. �¥y l  mët h÷îng nghi¶n
cùu cán mîi hìn núa so vîi lþ thuy¸t k¸t �æi.

Alvin Roth[11 ] �÷ñc nhªn gi£i Nobel v¼ c¡c cæng tr¼nh li¶n quan �¸n vi»c �thi¸t k¸ thà
tr÷íng�. L÷u þ l  thuªt to¡n Dale - Shapley b£n ch§t công l  vi»c thi¸t k¸ mët luªt chìi cho
mët d¤ng thà tr÷íng, tuy nhi¶n, trong v½ dö v· g¡n gh²p ¡p döng cho thà tr÷íng hæn nh¥n ð
tr¶n, kh£ n«ng ¡p döng tr¶n thüc t¸ cõa nâ h¦u nh÷ khæng câ m  ch¿ câ v´ �µp thu¦n tóy v·
m°t lþ thuy¸t. Alvin �i xa hìn b¬ng vi»c s¡ng t¤o ra c¡c luªt chìi ¡p döng �÷ñc, v  �¢ ¡p döng
trong thüc t¸. Nâi c¡ch kh¡c, æng thi¸t k¸ ra c¡c thà tr÷íng m  n¸u khæng câ c¡c ph¡t minh
cõa æng th¼ �¢ khæng tçn t¤i ho°c tçn t¤i d÷îi mët d¤ng r§t khæng hi»u qu£.
C¡c ùng döng �ët ph¡ cõa Alvin Roth trong mð rëng v  ph¡t triºn thuªt to¡n Dale � Shapley
�¢ gióp æng gi£i quy¸t nhúng v§n �· quan trång trong thüc t¸. Ta câ thº li»t k¶ nhúng th nh
cæng lîn nh§t cua Alvin R. Tr÷íng hñp �¦u ti¶n cõa Alvin R. l  thi¸t k¸ ra cì ch¸ gióp cho
Ch÷ìng tr¼nh quèc gia v· ph¥n bê b¡c s¾ nëi tró (NRMP) cõa Hoa Ký. Tø �â NRMP �¢ ho¤t
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�ëng thæng suèt v  méi n«m gióp �g¡n gh²p� �÷ñc hìn 20.000 b¡c s¾ tªp sü vîi c¡c cì sð y t¸.
Tr÷íng hñp thù hai l  h» thèng tuyºn sinh c¡c tr÷íng cæng lªp ð New York. Th nh cæng cõa
ch÷ìng tr¼nh n y �¢ t¤o l n sâng cho c¡c n÷îc tr¶n thº giîi c£i c¡ch h» tuyºn sinh cõa m¼nh
linh ho¤t v  d¥n chõ �£m b£o quy¶n lñi cõa ng÷íi �i hoc.
Õy ban Nobel cho r¬ng Lloyd Shapley v  Alvin Roth �¢ l m vi»c �ëc lªp vîi nhau, nh÷ng sü
th nh cæng trong nghi¶n cùu cõa hå l  do sü k¸t hñp giúa c¡c k¸t qu£ lþ thuy¸t cõa Shapley
vîi sü tinh t¸ cõa Roth khi �÷a c¡c k¸t qu£ lþ thuy¸t n y th nh c¡c ¡p döng thüc ti¹n trong
vi»c thi¸t k¸ thà tr÷íng. L¾nh vüc n y cán ti¸p töc ph¡t triºn v  �ang câ nhi·u hùa hµn to lîn
trong t÷ìng lai.

6 Cæng vi»c Tuyºn sinh ð Vi»t Nam

Chóng ta ho n to n câ thº x¥y düng mët h» thèng tuyºn sinh cæng b¬ng d¥n chõ l§y k¸t
qu£ thi v  nguy»n vång thüc cõa håc sinh l  ch¿ ti¶u x²t tuyºn, khc phöc tªn gèc sü b§t cªp
hi»n t¤i ph¡t sinh do h¤n ch¸ cõa h» tuyºn sinh �thõ cæng� g¥y ra.
�i·u ki»n vªt ch§t công nh÷ tr¼nh �ë cæng ngh» cõa Vi»t nam ho n to n câ thº �£m �÷ñc v 
cho ra �íi mët ch÷ìng tr¼nh tuyºn sinh �¡p ùng y¶u c¦u hi»n t¤i v  t÷ìng lai.
Nghi¶n cùu c¡c h» tuyºn sinh trung håc v  �¤i håc cõa th¸ giîi chóng ta câ thº rót ngn r§t
nhi·u v· thíi gian công nh÷ kinh ph½ �º thüc hi»n project n y.
Câ r§t nhi·u h» tuyºn sinh chóng ta câ thº quan t¥m. Nh÷ng mët �i·u chc chn l  c¡c h»
thèng tuyºn sinh cõa Mÿ, Óc v  c¡c n÷îc ti¶n ti¸n ch÷a phò hñp vîi t¼nh h¼nh gi¡o döc thüc
t¤i cõa Vi»t Nam. Thay v o �â c¡c h» thèng gi¡o döc cõa c¡c n÷îc �æng �u ( Hung, Balan,
Ti¶p . . . ) câ nhi·u �iºm t÷ìng �çng. C¡c v§n �· x¢ hëi v  gi¡o döc công câ nhi·u �iºm gièng
nhau. V¼ th¸ h÷îng ph¡t triºn cõa h» tuyºn sinh Vi»t nam n¸u �i theo h÷îng cõa c¡c n÷îc n y
s³ thuªn lñi nh§t v  d¹ ¡p döng nh§t.
To¡n ùng döng cõa Vi¶t nam thi ch¿ câ t¤i Vi»t Nam mîi câ, v  câ r§t nhi·u.X¥y düng mët
h» tuyºn sinh Quèc gia - �¥y l  mët vi dö.

7 Thay cho líi k¸t.

Tæi �÷ñc ph£n bi»n mët cæng tr¼nh to¡n kinh t¸ cõa Nguy¹n Annamaria [2] v· sü t÷ìng
�÷ìng cõa 7 �· t i nêi ti¸ng trong n·n t£ng khoa hoc m¡y t½nh:
- �ành lþ Hall
- �ành lþ Konig
- �ành lþ Konig-Egervary(1931)
- �ành lþ Menger (1927)
- �ành lþ dáng ch£y cüc �ai v  nh¡t ct cüc tiºu (thuªt to¡n Ford- Fulkerson)
- �ành lþ Birkhoff-Neumann (1946)
- �ành lþ Dilworth.
Chóng ta �·u bi¸t 7 �ành lþ n y �âng vai trá quan trång trong n·n t£ng cõa khoa håc m¡y t½nh
v  mët �i·u k¼ l¤ l  c¡c k¸t qu£ n y t÷ìng �÷ìng. Tuy vªy c¡c chùng minh �·u n¬m gi£i gi¡c
ð nhi·u t i li»u kh¡c nhau v  ph¡t biºu d÷îi nhi·u d¤ng kh¡c nhau, phöc vö möc �½ch ri¶ng
cõa cæng tr¼nh ng÷íi ta �ang nghi¶n cùu. Vi»c câ nhúngt i li»u tªp trung v  têng k¸t, d¨n gi£i
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sü t÷ìng �÷ìng cõa c¡c �ành lþ n y v  c¡c k¸t qu£ li¶n quan theo nhi·u gâc �ë kh¡c nhau, l 
�i·u væ còng c§p b¡ch v  c¦n thi¸t.
Sü ph¡t triºn sæi �ëng cõa ng nh khoa håc n y �°t mët þ t÷ðng thi¸t thüc: Kh£ n«ng t¤o �i·u
ki»n cho c¡c b¤n tr´ sîm l m quen vîi nhúng ki¸n thùc sèng �ëng v  �ang câ t¦m ùng döng
rëng khp - l  mët cæng vi»c r§t n¶n coi trång tªp trung thüc hi»n.
Mët lo¤t c¡c c¥u häi câ thº �°t ra:

− C¡c k¸t qu£ to¡n håc phong phó hi»n thíi, bao nhi¶u k¸t qu£ l  l¾nh vüc ri¶ng v  bao
nhi¶u l  t÷ìng �÷ìng?

− Nguy¶n nh¥n s¥u sc cõa sü t÷ìng �÷ìng cõa nhúng k¸t qu£ n y?

− Ti¸p cªn ùng döng theo h÷îng �÷a v o thüc t¸ lao �ëng s£n xu§t.

�· t i n y tæi vi¸t tªp chung phöc vö cho lîp ng÷íi �åc l  c¡c b¤n tr´, v¼ th¸ möc �½ch �ti¶u
hâa �÷ìc� ( d¤y �÷ñc v  håc �÷ìc) l  ti¶u ch½ �÷ñc �°t song song vîi vi»c phê bi¸n c¡c k¸t qu£
to¡n håc.

− C¡c �ành lþ �÷ñc tr¼nh b y �ëc lªp, li»t k¶ c¡c d¤ng thº hi»n cõa ùng döng.

− C¡c chùng minh t÷ìng �÷ìng �÷ñc tr¼nh b y t¿ m¿.

− Quan trong hìn h¸t l  c¡c chùng minh b¬ng thuªt to¡n �uñc ÷u ti¶n h ng �¦u phöc vö
trüc ti¸p cho khoa håc m¡y t½nh.

Nh÷ vªy c¡c v§n �· khæng ch¿ bâ hµp trong ph¤m vi ch¿ ra tçn t¤i líi gi£i, m  c£ thuªt to¡n
thüc t¼m líi gi£i trong thíi gian húu h¤n công �÷ñc quan t¥m tri»t �º.

Hy vång c¡c cè gng ban �¦u n y t¤o hùng nghi¶n cùu lþ thuy¸t công nh÷ ùng döng cho
c¡c b¤n tr´.
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Ph¦n II

Dáng ch£y cüc �¤i − Nh¡t ct cüc tiºu

Câ thº �÷a to¡n kinh t¸ v  khoa håc m¡y t½nh
v o ch÷ìng tr¼nh phê thæng �÷ñc khæng?

N·n t£ng cæng tr¼nh cõa Ford − Fulkerson v· lþ thuy¸t dáng ch£y l  b£n b¡o c¡o t¼nh b¡o
mªt Harris − Ross gi nh cho khæng lüc Hoa Ký n«m 1955. Trong b£n b¡o c¡o n y ng÷íi ta
mæ h¼nh hâa h» thèng �÷íng st cõa Ch¥u �u nh÷ mët �ç thà 44 �¿nh v  105 c¤nh. Méi �¿nh
l  mët trung t¥m �÷íng st v  c¡c c¤nh ch½nh l  �÷íng li¶n vªn nèi c¡c trung t¥m n y. B¬ng
c¡c con sè do CIA cung c§p, ng÷íi ta câ dung l÷ñng cõa méi tuy¸n �÷íng st. V  nh÷ vªy b i
to¡n dáng ch£y cüc �¤i v  nh¡t ct cüc tiºu �÷ñc h¼nh th nh. Vîi khæng lüc Hoa ký �i·u quan
t¥m tr÷îc m°t l  v§n �· truy t¼m nh¡t ct cüc tiºu.

Trong chi¸n tranh l¤nh vi»c �ê bë cõa Hçng qu¥n Nga sang ph÷ìng T¥y l  mët mèi lo thüc
sü. �º ng«n ch°n sü ph¡t triºn n y kh£ n«ng ti¶u di»t câ hi»u qu£ c¡c cì sð hªu c¦n l  chi¸n
l÷ñc duy nh§t c¦n thüc hi»n. Trong b£n b¡o c¡o �¢ n¶u ng÷íi ta �¢ ch¿ ra �÷ñc nh¡t ct chi¸n
l÷ñc (�i·u �¡ng l÷u þ l  nh¡t ct n y s´ �æi Ba Lan, �i dåc theo bi¶n giîi Csekslovak − Li¶n
Xæ v  Hungary − Romania). Ng÷íi ta công chùng minh �÷ñc r¬ng khæng câ gi£i ph¡p tèt hìn,
b¬ng c¡ch ch¿ ra tçn t¤i mët dáng ch£y câ �ë lîn t÷ìng �÷ìng (max flow) tø c¡c c«n cù qu¥n
sü cõa Nga − Xæ tr n sang ph÷ìng T¥y.

�º tham m÷u cho vi»c ho¤ch �ành chi¸n dàch t§n cæng khæng k½ch, ph÷ìng ph¡p n y công
ch¿ ra �÷ñc mët nh¡t ct húu hi»u nh§t v· t i ch½nh công nh÷ hi»u qu£. T÷îng Ross l  ng÷íi
hiºu bi¸t s¥u sc v· ho¤t �ëng cõa qu¥n �ëi. Trong b£n t÷íng tr¼nh æng ta nh§n m¤nh: Chi¸n
l÷ñc khoa håc qu¥n sü mîi khæng l m �£o lën h» thèng qu¥n sü hi»n h nh. B¶n c¤nh nhúng s¾
quan khoa håc �°c nhi»m v· m¡y t½nh, luæn luæn c¦n cæng vi»c cõa nhúng ng÷íi l½nh chuy¶n
nghi»p qu¥n sü.

Nh÷ng �¥y công câ thº coi l  ng y ra �íi cõa nhúng ng÷íi l½nh �cê cçn� t¡c chi¸n b¶n cèc
c  fe trong pháng �i·u háa �¦y �õ ti»n nghi. Hå ch½nh l  lüc l÷ñng �°c bi»t tinh nhu» khoa
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håc. Ford v  Fulkerson tr¶n mæ h¼nh hâa th nh b i to¡n dáng ch£y �¢ th nh cæng khi chùng
minh �ành lþ :Dáng ch£y cüc �¤i � nh¡t ct cüc tiºu. K¸t qu£ n y �¢ �°t n·n mâng cho sü ph¡t
triºn cõa nhi·u ng nh khoa håc kh¡c, trong �â ph£i kº �¸n tê hñp tèi ÷u, Lþ thuy¸t �ç thà v 
vîi sü ph¡t triºn cõa tin håc ng÷íi ta th§y sü xu§t hi»n cõa Lþ Thuy¸t Dáng Ch£y-M¤ng tr¶n
to n bë NET.

8 Lþ thuy¸t m¤ng l÷îi v  dáng ch£y

Ng÷íi ta muèn x¥y düng mët m¤ng l÷îi �÷íng èng cung c§p n÷îc. Câ mët nguçn n÷îc
(nguçn cung), tø �â n÷îc s³ �÷ñc cung c§p �i c¡c nìi b¬ng c¡c èng n÷îc câ sùc t£i cho tr÷îc.
Trong méi �÷íng èng d¨n, n÷îc ch¿ ch£y theo mët chi·u cè �ành, nh÷ng giúa hai �iºm tø c£
hai h÷îng �·u câ thº câ èng d¨n . Cuèi còng n÷îc th£i �÷ñc tªp trung v· mët �iºm ( hç chùa)
thº hi»n nhu c¦u sû döng. N÷îc khæng bà m§t giúa nguçn cung v  �iºm cuèi nìi chùa n÷îc
th£i (nhu c¦u).
V§n �· �°t ra l : Méi èng d¨n ph£i cho bao nhi¶u n÷îc ch£y qua �º sao cho l÷ñng n÷îc tø
nguçn qua nìi ti¶u thö rçi tªp trung cuèi còng v· hç th£i l  lîn nh§t m  khæng v÷ñt qu¡ sùc
t£i cõa h» thèng èng d¨n n÷îc.

H» thèng m¤ng d¨n n÷îc �÷ñc mæ h¼nh hâa b¬ng ngæn ngú to¡n håc. Ta s³ gåi nâ l  LÞ
THUY�T M�NG L×ÎI v  DÁNG CH�Y.
Cho G(V,E): �ç thà �ành h÷îng vîi V l  tªp c¡c �¿nh v  E l  tªp c¡c c¤nh câ h÷îng. �ç thà
�ành h÷îng G(V,E) �÷ñc gåi l  m¤ng l÷îi n¸u V chùa �iºm s v  t sao cho tø s ch¿ xu§t ph¡t
c¡c c¤nh �i ra v  ð t ch¿ câ c¤nh �i v o, th¶m núa tçn t¤i h m sè c : E→ R+ t§t c£ c¡c c¤nh
(èng d¨n) �·u câ dung l÷ñng cè �ành (sùc chùa dáng ch£y). Do �â c l  mët h m sè tø tªp c¡c
c¤nh �¸n tªp c¡c sè thüc d÷ìng. Ng÷íi ta dòng thuªt ngú (G, s, t, c) �º k½ hi»u m¤ng l÷îi.
s ∈ V : Nguçn (cung c§p), tø s ch¿ xu§t ph¡t c¡c c¤nh.
t ∈ V : �¦u ti¶u thö (nhu c¦u) − ð t c¡c c¤nh ch¿ câ h÷îng v o.
s, t l  hai �iºm �°c bi»t cõa m¤ng l÷îi, s l  �iºm xu§t ph¡t v  t �iºm k¸t thóc.

B i to¡n �÷ñc �°t ra l : Chóng ta muèn bi¸t c¦n ph£i x£ bao nhi¶u n÷îc tø s �º l÷ñng
n÷îc l÷u thæng �¸n t l  nhi·u nh§t. �i·u n y câ thº thº hi»n b¬ng tr¶n méi èng d¨n, ng÷íi ta
ph£i cho ch£y mët l÷ñng n÷îc ch£y qua l  bao nhi¶u? Tùc l  chóng ta ph£i t¼m mët h m sè
câ d¤ng f : E→ R (khæng ¥m). H m sè n y ph£i thäa m¢n nhúng �i·u ki»n nh§t �ành (s³ li»t
k¶ sau). Nhúng h m sè thäa m¢n c¡c �i·u ki»n n y s³ �÷ñc gåi l  dáng ch£y. Möc �½ch l  ph£i
t¼m dáng ch£y tèi ÷u (cung c§p �÷ñc nhi·u n÷îc nh§t.
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H m sè f : E→ R+ �÷ìc gåi l  dáng ch£y n¸u

a) 0 ≤ f(e) ≤ c(e) vîi måi e ∈ E

b)
∑

vx∈E f(vx) =
∑

yv∈E f(yv) vîi måi v ∈ V \{s, t}

�i·u ki»n �¦u ti¶n t÷ìng ùng vîi hi»n thüc: Trong èng l÷ñng n÷îc ch£y khæng thº v÷ñt qu¡
sùc t£i cõa èng.

�i·u ki»n thù hai ch¿ ra r¬ng ngo i nguçn �cung� v  bº chùa (�c¦u�) th¼ qua b§t k¼ �iºm
n o cõa h» thèng, l÷ñng n÷îc ch£y v o v  l÷ñng n÷îc ch£y ra l  b¬ng nhau (n÷îc khæng tü
s£n v  khæng tü bi¸n �i).
Ng÷íi ta công hay dòng biºu thùc t÷ìng �÷ìng, ch¿ kh¡c �æi chót v· h¼nh thùc thay cho �i·u
ki»n b).
b')

∑
eh÷îng v ov f(e) =

∑
era khäivf(e) vîi måi v ∈ V \{s, t}

Ta th§y ngay f ≡ 0 luæn luæn l  mët dáng ch£y.

�ành lþ 8.1. N¸u m¤ng l÷îi (G, s, t, c) khæng chùa c¤nh �i v o s v  khæng chùa c¤nh ra khäi
t th¼: ∑

sx∈E

f(sx) =
∑
yt∈E

f(yt)

�¤i l÷ñng vøa �÷ñc x¡c �ành trong �ành lþ tr¶n �÷ñc gåi l  �ë lîn cõa dáng ch£y k½ hi»u F (f)
(�ë lîn cõa f :

∑
c¤nh e �i tø s f(e) =

∑
c¤nh e �i v o t f(e)).

Nh¡t ct �ành h÷îng. Cho S ⊆ V , s ∈ S v  T = V § ( do �â t ∈ T , S ∪ T = V ). Khi �â tªp
c¡c c¤nh câ �iºm �¦u trong S v  �iºm cuèi trong T �÷ñc gåi l  nh¡t ct �ành h÷îng s− t �÷ñc
x¡c �ành bði (S, T ).
V¼ nguçn cung s n¬m trong S v  �¦u ti¶u thö t n¬m trong T , cho n¶n l÷ñng n÷îc ch£y tø s v·
t c¦n ph£i qua c¡c c¤nh n o �â cõa nh¡t ct �ành h÷îng v  công khæng thº nhi·u hìn sùc t£i
m  nh¡t ct chàu �÷ñc. Kh£ n«ng l÷u thæng cõa nh¡t ct gåi l  dung l÷ñng cõa nh¡t ct. K½
hi»u dung l÷ñng nh¡t ct �ành h÷îng:

C(S, T ) =
∑

x∈S,y∈T

c(x, y)
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9 �ành Lþ Max-flow min-cut.

�ành lþ 9.1 (Ford � Fulkerson [1). ] Cho G(V E) �ç thà câ h÷îng v  (G, s, t, c) l  mët m¤ng
l÷îi. Khi �â �ë lîn cõa dáng ch£y cüc �¤i b¬ng �ë lîn cõa nh¡t ct cüc tiºu:

max
f

F (f) = min
(S,T )

C(S, T ).

�ành lþ n y cán th÷íng �÷ñc gåi l  �ành lþ Max Flow-Min Cut.
D¹ th§y maxf F (f) ≤ min(S,T )C(S, T ), v¼

C(S, T ) =
∑

x∈S,y∈T

c(x, y) ≥
∑

x∈S,y∈T

f(x, y) ≥

∑
x∈S,y∈T

f(x, y)−
∑

x∈S,y∈T

f(y, x) = F (f)

a, �ành lþ Integrity.
�ành ngh¾a kh¡i ni»m �÷íng c£i ti¸n. Mët �÷íng �i s − t khæng nh§t thi¸t l  �÷íng �ành
h÷îng s³ �÷ñc gåi l  �÷íng c£i ti¸n n¸u trong qu¡ tr¼nh �i tø s �¸n t nhúng c¤nh thuªn e
(h÷îng ch¿ ph½a tr÷îc): f(e) < c(e), v  c¡c c¤nh nghàch e (ch¿ h÷îng ng÷ñc l¤i) f(e) > 0.

Bê �· 1. Gi¡ trà cõa mët dáng ch£y l  cüc �¤i khi v  ch¿ khi khæng chùa �÷íng c£i ti¸n s− t.
Khi �â tçn t¤i mët nh¡t ct câ gi¡ trà b¬ng gi¡ trà dáng ch£y cüc �¤i.

M¤ng l÷îi G(s, t, c) �÷ñc gåi l  m¤ng l÷îi câ dung l÷ñng nguy¶n (húu t¿) n¸u h m dung
l÷ñng l§y gi¡ trà nguy¶n (húu t¿) tùc l 
c : E→ N+(Q+) vîi t§t c£ c¤nh e ∈ E

�ành lþ 9.2 (Integrity). N¸u m¤ng l÷îi G(s, t, c) câ h m dung l÷ñng nguy¶n (húu t¿), th¼ tçn
t¤i dáng ch£y cüc �¤i v  gi¡ trà cõa nâ b¬ng nh¡t ct cüc tiºu. Th¶m núa gi¡ trà n y công l 
sè nguy¶n (húu t¿).

b, Sü t÷ìng �÷ìng vîi �inh lþ Integrity k¸t thóc qu¡ tr¼nh chùng minh �ành lþ
Ford-Fulkerson.
C¡c k¸t qu£ cõa to¡n ríi r¤c nâi chung v  �ç thà nâi ri¶ng �°c tr÷ng cõa nâ l  thüc hi»n tr¶n
c¡c tªp húu h¤n v  v¼ th¸ t½nh ríi r¤c luæn thº hi»n v  giú vai trá chõ �¤o. T½nh ríi r¤c th÷íng
�i còng vîi t½nh ch§t c¡c sè nguy¶n, t½nh ch§t ph¥n ho¤ch cõa tªp hñp.

�ành lþ Ford-Fullkerson xu§t ph¡t tø kh½a c¤nh thüc t¸ kinh t¸ n¶n khæng thº thi¸u sü câ
m°t cõa tªp sè thüc. R§t may b÷îc l÷u chuyºn tø tªp sè nguy¶n sang húu t¿ rçi �¸n tªp sè
thüc �÷ñc �£m b£o ch°t ch³ cõa cæng cö gi£i t½ch chuyºn c¡c k¸t qu£ tø �ành lþ Integrity sang
k¸t qu£ cõa �ành lþ Ford-Fulkerson qua sü t÷ìng �÷ìng cõa hai �ành lþ n y.

�ành lþ 9.3. �ành lþ Integrity t÷ìng �÷ìng vîi �ành lþ Ford-Fulkerson.

10 C¡c thuªt To¡n

a.Thuªt to¡n t¼m ki¸m b¼nh di»n
Trong qu¡ tr¼nh chùng minh �ành lþ v  công nh÷ c¡c ùng döng v· sau chóng ta s³ dòng �¸n
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mët thuªt to¡n câ t¶n l  Thuªt to¡n t¼m ki¸m b¼nh di»n. Tr÷îc h¸t chóng ta l m quen vîi
thuªt to¡n n y (Katonai Gy. [4], hay [6]).
Thuªt to¡n t¼m ki¸m b¼nh di»n. �º �i h¸t c¡c �¿nh cõa mët �ç thà, mët trong nhúng ph÷ìng
ph¡p cì b£n l  lan täa theo chi·u rëng b¼nh di»n, m  thüc ch§t l  ph÷ìng ph¡p ph¥n váng.
Sau khi �i h¸t váng trong, th¼ tø váng trong �â mð �i ti¸p �¸n nhúng �iºm ch÷a bà �¡nh d§u (
ch÷a �i ) b¬ng c¡ch t¼m �÷íng �i trüc ti¸p (l¥n cªn) �¸n nâ ( n¸u câ). Nhúng �iºm thuëc l÷ñt
n y s³ lªp n¶n váng lan täa ti¸p theo.

�¦u ti¶n ta xu§t ph¡t tø mët �iºm, gi£ sû v01. Trong b÷îc ti¸p theo ta �¸m t§t c£ c¡c
�iºm l  h ng xâm cõa v01 ( h ng xâm cõa v câ c¤nh nèi trüc ti¸p vîi v). Gi£ sû c¡c �iºm n y
l  v1,i(i = 1, 2, 3, . . . , n1). Ho n th nh b÷îc k, ta �i ti¸p b÷îc k + 1 b¬ng c¡ch t¼m t§t c£ c¡c
�iºm l  h ng xâm cõa c¡c vk,l m  ch÷a bà �¡nh d§u (ch÷a bà sâng tr n qua). . . Qu¡ tr¼nh n y
ti¸p töc cho �¸n khi khæng tçn t¤i �iºm n o l  h ng xâm cõa c¡c �iºm �¢ �i. Qu¡ tr¼nh n y
s³ døng l¤i n¸u �¢ �i h¸t c¡c �iºm li¶n thæng vîi v01. Cù ti¸p töc nh÷ vªy vîi cöm li¶n thæng
ti¸p theo. . . . Thuªt to¡n n y dòng �÷ñc cho c£ 2 tr÷íng hñp �ç thà væ h÷îng v  �ç thà câ h÷îng.

b, Thuªt to¡n t¼m dáng ch£y max.
Khi h m dung l÷ñng câ c¡c gi¡ trà húu t� (t÷ìng �÷ìng vîi tr÷íng hñp h m dung l÷ñng l§y gi¡
trà nguy¶n). �ành lþ Integrity v  thuªt to¡n Ford-fulkerson chùng minh sü tçn t¤i dáng ch£y
cüc �¤i v  ch¿ ra sau húu h¤n b÷îc �i th¼ ta s³ �¤t k¸t qu£ n y.
Nëi dung ch½nh cõa thuªt to¡n l  tø mët dáng ch£y khði �¦u (câ thº l  dáng ch£y khæ, tùc
l  dáng ch£y f ≡ 0), ng÷íi ta t¼m mët �÷íng �i c£i ti¸n, dåc theo lë tr¼nh n y l m t«ng l÷u
l÷ñng dáng ch£y. Ti¸p töc l°p l¤i qu¡ tr¼nh n y cho �¸n khi n o câ thº. C¥u häi �÷ñc �°t ra l 
ta ph£i t¼m ra sao, v  n¸u khæng t¼m th§y th¼ l m th¸ n o bi¸t �÷ñc l  chc chn khæng cán
�÷íng câ thº c£i ti¸n?
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�º kiºm nghi»m xem dáng ch£y n y �¢ ph£i l  cüc �¤i ch÷a, hay cán câ thº gia t«ng ti¸p
töc, ta thi¸t lªp mët �ç thà Df bê trñ theo c¡ch sau �¥y.
V (Df ) = V (D) ti¸p núa n¸u trong D câ c¤nh câ h÷îng tø u �¸n v th¼ trong Df

− Ta s³ k´ mët c¤nh còng h÷îng nh÷ uv n¸u trong dáng ch£y n y l÷ñng n÷îc ch÷a �¦y
(f(uv) < c(uv))
− Ta v³ th¶m mët c¤nh ng÷ñc h÷îng (vu) n¸u trong m¤ng l÷îi �ang hi»n h nh (uv) khæng
réng (tùc l  f(uv) > 0).

Tr÷íng hñp h÷îng khæng thuªn (nghàch)

Tø dáng ch£y khði �¦u ta nhªn �÷ñc �ç thà bê trñ. Trong �â c¡c �÷íng �ùt qu¢ng l 
c¡c c¤nh gièng nh÷ trong D nh÷ng câ chi·u ng÷ñc l¤i. Trong �ç thà n y ta x¡c �ành dung
l÷ñng cf b¬ng c¡ch sau: c¡c c¤nh chi·u thuªn ta ghi dung l÷ñng cán ti¸p nhªn �÷ñc (tùc l 
cf (uv) = c(uv)− f(uv)), nhúng c¤nh câ h÷îng ng÷ñc tr¶n c¤nh �â ta ghi gi¡ trà cõa dáng ch£y
(tùc l  vîi c¡c c¤nh (vu) ta câ cf (vu) = f(uv)).
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D¹ nhªn th§y r¬ng trong �ç thà bê trñ Df mët �÷íng �i câ �ành h÷îng s→ t ch½nh x¡c l 
t÷ìng ùng vîi mët �÷íng �i c£i ti¸n trong D bt �¦u tø �iºm xu§t ph¡t, tùc l  trong D tçn
t¤i �÷íng �i c£i ti¸n khi v  ch¿ khi Df câ �÷íng �i �ành h÷îng s → t. �i·u n y ho n to n câ
thº kiºm tra �÷ñc b¬ng thuªt to¡n t¼m ki¸m b¼nh di»n.
Trong v½ dö cõa chóng ta, tçn t¤i �÷íng �i c£i ti¸n, �÷ñc thº hi»n trong h¼nh v³.

Chóng ta �¢ t¼m �÷ñc mët �÷íng �i c£i ti¸n, dåc theo lë tr¼nh �â chóng ta câ thº t«ng l÷u
l÷ñng dáng ch£y. C¥u häi s³ l  bao nhi¶u. Trong �ç thà bê trñ chóng ta �ành ngh¾a dung l÷ñng
c¡c èng d¨n ch½nh l  gi¡ trà tü do cán câ thº sû döng cõa èng d¨n. Nh÷ vªy c¦n t¼m gi¡ trà
dung l÷ñng cüc tiºu cho ph²p �º t«ng gi¡ trà dáng ch£y. Trong tr÷íng hñp hi»n t¤i cõa ta b¥y
gií l  2. Sau khi t«ng �¤i l÷ñng n y ta �÷ñc mët dáng ch£y mîi nh÷ h¼nh v³ sau:

Vîi dáng ch£y mîi n y ta l¤i ti¸p töc ki¸n t¤o �ç thà bê trñ mîi b¬ng ph÷ìng ph¡p �¢ quen
bi¸t �÷ñc sû döng ð tr¶n, rçi trong �ç thà n y ta l¤i t¼m �÷íng �i c£i ti¸n. Ta �÷ñc �ç thà trong
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h¼nh v³ ti¸p sau.

Chóng ta th§y r¬ng l¤i câ �÷íng c£i ti¸n, tr¶n �÷íng n y gi¡ trà cõa dáng ch£y �÷íng c£i
ti¸n th¶m 1 �ìn và. Hìn núa c¡c c¤nh �ùt qu¢ng công �÷ñc huy �ëng v o sûa �÷íng, �i·u
�â câ ngh¾a l  c¤nh giúa hai �iºm n y trong �ç thà gèc ch¿ h÷îng ng÷ñc l¤i. Tr¶n c¤nh n y
ta gi¡n ti¸p t«ng dáng ch£y xuæi b¬ng c¡ch l m gi£m gi¡ trà cõa dáng ch£y ng÷ñc (xem h¼nh v³).

Sau khi ki¸n t¤o �ç thà bê trñ v  dòng ch÷ìng tr¼nh t¼m ki¸m b¼nh di»n ta l¤i th§y câ �÷íng
s → t, tùc l  dáng ch£y v¨n ch÷a �¤t gi¡ trà cüc �¤i. �÷íng sûa chúa mîi câ thº th§y trong
h¼nh ti¸p theo.
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Thªt vªy nh÷ trong h¼nh v³ bê trñ cuèi còng n y khæng t¼m �÷ñc �÷íng �ành h÷îng tø s v o
t:

�ç thà h¼nh �÷îi �¥y chùng tä r¬ng tçn t¤i mët nh¡t ct (S, T ) câ gi¡ trà - trong tr÷íng
hñp cõa ta b¥y gií l  12- �óng b¬ng gi¡ trà trong mët dáng ch£y. Trong h¼nh c¡c �÷íng �i tæ
�ªm cho gi¡ trà cõa dung l÷ñng cõa nh¡t ct, �¥y l  c¡c �÷íng èng �i tø s ra v  v o t. Ta th§y
rã c¡c �÷íng �i v o s �·u câ dung l÷ñng b¬ng 0.
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11 �ành lþ Edmonds � Karp

Nh÷ tr¶n chóng ta �¢ ch¿ ra n¸u h m dung l÷ñng l§y gi¡ trà húu t¿, th¼ thuªt to¡n t¼m dáng
ch£y cüc �¤i s³ døng l¤i sau húu h¤n b÷îc �i. Nh÷ng n¸u ta khæng �kh²o� chån c¡c �÷íng �i
c£i ti¸n, th¼ câ thº x£y ra tr÷íng hñp �º t¼m dáng ch£y cüc �¤i s³ tèn r§t nhi·u cæng sùc v 
thíi gian. Ta l§y mët v½ dö minh håa

N¸u tr¶n c¡c �÷íng s, a, b, t v  s, b, a, t ta c£i ti¸n l¦n l÷ñt thay �êi nhau, th¼ s³ c¦n 2.1000
b÷îc �º �¸n �½ch, cán n¸u ngay tø lóc �¦u ta chån �÷íng �i l  s, a, t th¼ ngay trong b÷îc thù
2 ta �¤t dáng ch£y cüc �¤i. K¸t qu£ mang t¶n Edmonds v  Karp l  hai ng÷íi �¢ ch¿ ra ph£i
chån c¡c �÷íng �i c£i ti¸n nh÷ th¸ n o l  nhanh nh§t.

�ành lþ 11.1 (Edmonds-Karp). N¸u trong t§t c£ c¡c b÷îc �i ta chån �÷íng c£i ti¸n ngn nh§t
th¼ sau n ·m b÷îc �i thuªt to¡n s³ døng l¤i .

Chùng minh cõa �ành lþ n y câ thº tham kh£o t¤i [].
Câ r§t nhi·u thuªt to¡n t¼m �÷íng �i ngn nh§t. C¡c thuªt to¡n n y �·u ph¡t triºn tr¶n cì sð
c«n b£n l  thuªt to n t¼m ki¸m b¼nh di»n.

12 Mët v i têng qu¡t hâa (theo h÷îng ti¸p töc g¦n thüc
t¸)

a) Nhi·u nguçn cung c§p (s1, s2, . . . , sn) v  nhi·u �iºm cuèi - ti¶u thö (t1, t2, . . . , tm)
Líi gi£i cõa tr÷íng hñp n y �µp b§t ngí. Ta th¶m v o �ç thà hai �iºm nh¥n t¤o ζ v  τ sao cho
ζS �÷ñc nèi vîi t§t c£ c¡c �iºm si v  t§t c£ ti �÷ñc nèi vîi τ . C¡c �÷íng èng mîi ( nh¥n t¤o
n y) �·u câ dung l÷ñng lîn væ còng. Vi»c x¡c �ành dáng ch£y cüc �¤i trong �ç nh¥n t¤o n y
t÷ìng �÷ìng vîi vi»c x¡c �ành dáng ch£y cüc �¤i c¦n t¼m trong �ç thà �¦u ti¶n.

b) Ngo i dung l÷ñng èng d¨n c(x, y) cán th¶m c£ �i·u ki»n c¡c �iºm công câ dung l÷ñng
nh§t �ành (h¤n ch¸ l÷u l÷ñng) C0(x), tùc l  vîi måi �iºm y:∑

u|(u,y)∈E

f(u, y) ≤ C0(y)

Tr÷íng hñp n y công câ ph÷ìng ph¡p thay th¸ húu hi»u. Ta l¤i ki¸n t¤o mët �ç thà nh¥n t¤o
sao cho méi �iºm v �÷ñc thay th¸ b¬ng 2 �iºm v′ v  v. C¡c c¤nh (x, v) (h÷îng v o v) �÷ñc
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thay b¬ng (x, v′) v  c¤nh khði h nh tø v �¸n u �÷ñc thay b¬ng (v, u′) vîi dung l÷ñng c(e)
t÷ìng ùng. Ta th¶m c¤nh (v′, v) vîi dung l÷ñng C0(v). Xem h¼nh v³.

c) Mët v§n �· mð �÷ñc �°t ra: n¸u t¤i c¡c �iºm c¦n th¶m �i·u ki»n ph£i câ mët l÷ñng
n÷îc nh§t �ành tèi thiºu �i qua v§n �· s³ phùc t¤p hìn nhi·u.
Trong k¾ thuªt t¼m dáng ch£y cüc �¤i, ta cho ph²p ct gi£m dáng ch£y ð mët sè èng d¨n nghàch
h÷îng �º �¤t möc �½ch n¥ng cao dung l÷ñng dáng ch£y, trong tr÷íng hñp n y câ thº mët sè
�iºm s³ khæng câ ho°c dáng ch£y t¤i �iºm �â khæng �¤t y¶u c¦u tèi thiºu. �¥y công l  v§n �·
mð c¦n k¾ thuªt gi£i quy¸t kh¡c
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