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1 B i to¡n mð �¦u

1. B i to¡n b£y c¥y c¦u Euler, cán gåi l  B£y c¦u ð K�onigsberg n£y sinh tø nìi chèn
cö thº. Th nh phè K�onigsberg, �ùc (nay l  Kaliningrad, Nga) n¬m tr¶n sæng Pregel, bao gçm
hai hán �£o lîn nèi vîi nhau v  vîi �§t li·n bði b£y c¥y c¦u. B i to¡n �÷ñc �°t ra l  t¼m mët
tuy¸n �÷íng �i qua méi c¥y c¦u mët l¦n v  ch¿ �óng mët l¦n (b§t kº �iºm xu§t ph¡t hay �iºm
tîi).

N«m 1736, Leonhard Euler �¢ chùng minh r¬ng b i to¡n n y l  khæng thüc hi»n �÷ñc. K¸t
qu£ n y l  cì sð ph¡t triºn cõa lþ thuy¸t �ç thà v  t¤o cì sð cho tæ pæ håc.
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2 C¡c b i to¡n câ thº gi£i b¬ng graph

1. Trong mët buêi d¤ hëi câ 21 ng÷íi tham gia. Mët sè ng÷íi �¢ quen bi¸t nhau, mët sè ng÷íi
ch÷a. H¢y ch¿ ra r¬ng luæn luæn câ hai ng÷íi câ sè ng÷íi quen bi¸t b¬ng nhau (quen bi¸t l  hai
chi·u).

2. H¢y ch¿ ra r¬ng tø 6 ng÷íi luæn chån �÷ñc 3 ng÷íi sao cho hå ho°c quen bi¸t l¨n nhau ho°c
khæng ai quen ai.

3. Ng÷íi ta häi mët sè ng÷íi trong mët nhâm méi ng÷íi câ bao nhi¶u ng÷íi quen bi¸t. Trong
c¡c tr£ líi sau c¡c tr÷íng hñp n o câ ng÷íi nâi dèi?

a) 1, 2, 2, 3, 5, 5

b) 5, 5, 5, 6, 6, 6, 7, 7, 7

c) 3, 3, 3, 3, 5, 6, 6, 6

d) 1, 1, 3, 3, 3, 3, 5, 6, 8, 9

4. Vñ chçng nh  Graphic tê chùc li¶n hoan. Hå míi 4 c°p vñ chçng kh¡c tham dü. Khi kh¡ch
�¸n nhúng ng÷íi �¢ quen nhau tø tr÷îc �·u b­t tay nhau (t§t nhi¶n vîi kh¡ch l¤ hå �·u
nghi¶ng m¼nh r§t làch sü v  kiºu c¡ch). B  Graphic nhªn th§y mët �i·u thó và r¬ng trong ch½n
ng÷íi kia méi ng÷íi �·u câ sè c¡i b­t tay kh¡c nhau. B  ta b±n ra b i to¡n cho måi ng÷íi tr÷îc
khi n¥ng ly r÷ñu �ä:
− H¢y v³ graph cõa c¡c c¡i b­t tay hæm �â? Æng Graphic b­t tay vîi m§y ng÷íi?

5. Ba c°p vñ chçng tê chùc ti»c vui. Méi ng÷íi �·u �¸n v o thíi �iºm kh¡c nhau. Khi �¸n méi
hå �·u b­t tay vîi ng÷íi �¸n tr÷îc t§t nhi¶n ngo i vñ ho°c chçng m¼nh (hæn nhau). Khi c£ 6
ng÷íi �¸n �õ b  Graphic häi t§t c£ måi ng÷íi: Méi ng÷íi �¢ chõ �ëng ch¼a b­t tay ng÷íi kh¡c
(khi �¸n) bao nhi¶u l¦n? V  k¼ l¤ thay méi ng÷íi câ mët sè kh¡c nhau! Häi b  Graphic �¸n khi
n o? V  t§t nhi¶n �ç thà n y ph£i v³ th¸ n o?

6. Trong gi£i væ �àch bâng b n câ 9 ng÷íi tham gia. Khæng câ trªn háa, méi ng÷íi g°p ng÷íi
kh¡c �óng mët l¦n. Hai ng÷íi �§u vîi nhau khi câ thíi gian. K¸t qu£ c¡c trªn �§u �÷ñc ghi
cæng khai tr¶n b£ng thæng tin.

a) Câ bao nhi¶u trªn �§u trong gi£i?

b) CMR b§t k¼ khi n o nh¼n l¶n b£ng �·u t¼m �÷ñc 2 ng÷íi câ sè trªn �¢ chìi b¬ng nhau.

c) Hæm thù 2 tr¶n b£ng thæng b¡o �¢ câ k¸t qu£ 10 trªn �§u. CMR câ ng÷íi �¢ chìi ½t nh§t
v¡n thù ba.

7. Trong ba lîp håc méi lîp câ 30 håc sinh. Méi håc sinh tø mët lîp �·u câ 31 ng÷íi b¤n tø
hai lîp kia. CMR câ thº chån ra tø méi lîp 1 håc sinh sao cho c£ ba b¤n quen nhau.
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8. Tr¶n m°t ph¯ng cho 6 �iºm l  �¿nh cõa mët löc gi¡c �·u, trong löc gi¡c cho th¶m 6 �iºm
kh¡c sao cho trong 12 �iºm khæng 3 �iºm n o th¯ng h ng. Anh v  Em tham gia mët trá chìi,
hå l¦n l÷ñt nèi hai �iºm ch÷a �÷ñc nèi vîi nhau sao cho c¡c �o¤n th¯ng khæng �÷ñc c­t nhau
(ngo¤i trø �¿nh xu§t ph¡t). Ng÷íi thua l  ng÷íi khæng v³ ti¸p �÷ñc. Em b­t �¦u cuëc chìi.
Häi ai câ chi¸n thuªt th­ng trªn?

9. Câ 17 nh  Graph håc gûi th÷ cho nhau v· ba �· t i to¡n ríi r¤c. CMR t¼m �÷ñc 3 nh  to¡n
håc �ang b n luªn v· còng mët v§n �· chung.

10. Trong mët cuëc g°p m°t câ 10 ng÷íi. Cù b§t k¼ 3 ng÷íi n o th¼ câ 2 ng÷íi b­t tay nhau.
CMR t¼m �÷ñc 4 ng÷íi �¢ b­t tay vîi nhau.

11. Cho 6 �iºm b§t k¼ sao cho kho£ng c¡ch giúa chóng kh¡c nhau tøng �æi mët. Trong méi
tam gi¡c ta ghi c¤nh d i nh§t k½ hi»u d v  r cho c¤nh ng­n nh§t (d i - ng­n). CMR câ �o¤n
th¯ng �÷ñc ghi c£ 2 k½ hi»u d v  r.

12. Câ thº cho hay khæng 6 sè sao cho cù b§t ký 3 sè n o trong chóng th¼ câ 2 sè nguy¶n tè
còng nhau v  2 sè kh¡c th¼ khæng?

13. M»nh �· sau �óng hay sai: Trong 6 sè væ t¿ luæn câ 3 sè m  b§t k¼ 2 sè n o tø �â �·u câ
têng l  sè væ t¿?

14. (Tâm t­t �ç thà).

a) �¿nh v  c¤nh t¶n th÷íng dòng b¬ng ti¸ng Anh l  g¼?

b) �ç thà n o h¼nh sao, �ìn �ç thà, �a �ç thà?

3



Sigma - MATHS

c) N¶u t¶n v  t½nh ch§t �°c tr÷ng cõa c¡c h¼nh sau:

d) T¶n chung cõa c¡c �ç thà sau:

e) T¶n cõa c¡c �ç thà sau:

f) T¶n cõa c¡c �ç thà sau:
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g) H¢y n¶u t¶n v  t½nh ch§t cõa c¡c �ç thà sau:

h) C¡c �ç thà sau câ quan h» vîi nhau th¸ n o?

i) H¢y gåi t¶n v  n¶u t½nh ch§t cõa c¡c �ç thà sau:

5
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3 Lþ thuy¸t �ç thà

3.1 �ành ngh¾a �ç thà (graph)

3.1.1 �¿nh v  c¤nh

�ç thà (graph) G = (V,E) l  mët bë gçm c¡c �¿nh V v  c¡c c¤nh E, trong �â V 6= ∅ v  méi
c¤nh nèi vîi 2 �¿nh (khæng nh§t thi¸t ph¥n bi»t).

N¸u c¤nh e t÷ìng ùng vîi 2 �¿nh v, w th¼ ta nâi v v  w l  2 �¿nh k· (hay 2 �¿nh li¶n k¸t)
vîi nhau. Kþ hi»u e = (v, w) hay e = (w, v) ( ho°c vi¸t �ìn gi£n hìn e = vw, ho°c e = wv −
n¸u khæng g¥y hiºu nh¦m). C¤nh (v,v) t÷ìng ùng vîi 2 �¿nh tròng nhau gåi l  mët váng hay
khuy¶n t¤i v. Hai c¤nh ph¥n bi»t còng t÷ìng ùng vîi mët c°p �¿nh �÷ñc gåi l  2 c¤nh song
song hay c¤nh bëi. �ç thà khæng câ c¤nh song song v  công khæng câ váng �÷ñc gåi l  �ìn �ç
thà. Ng÷ñc l¤i l  �a �ç thà.
Ta câ thº h¼nh dung nh÷ mët vòng qu¶. C¡c �¿nh (�iºm) l  c¡c l ng, c¡c c¤nh ch½nh l  c¡c con
�÷íng nèi c¡c l ng vîi nhau. �¥y l  mët b£n �ç.

�ç thà m  måi c°p �¿nh cõa nâ �·u k· nhau �÷ñc gåi l  �ç thà �¦y �õ. �ìn �ç thà �¦y �õ bao
gçm n �¿nh �÷ñc kþ hi»u: Kn. Hay nâi c¡ch kh¡c mët vòng qu¶ m  l ng n o công câ �÷íng �i
trüc ti¸p �¸n l ng kh¡c, th¼ �¥y l  mët l ng qu¶ �¦y �õ.

�ç thà G′ = (V ′, E ′) �÷ñc gåi l  mët �ç thà con cõa �ç thà G = (V,E) n¸u V ′ ⊂ V ; E ′ ⊂ E.
Hiºn nhi¶n: Mët ph¦n th¼ th÷íng hay �÷ñc gåi l  ph¦n con.
Mët �ç thà câ thº �÷ñc biºu di¹n b¬ng li»t k¶, h¼nh håc (h¼nh v³ ), mët ma trªn hay mët b£ng
sè (cho nhúng ng÷íi th½ch trøu t÷ñng).
Ng÷íi ta th÷íng hiºn thà h¼nh håc cõa �ç thà nh÷ sau:

− Cho méi �¿nh cõa �ç thà b¬ng mët �iºm (váng trán nhä, æ vuæng nhä).

− Mët c¤nh �÷ñc biºu di¹n bði mët �÷íng (cong hay th¯ng) nèi 2 �¿nh li¶n thuëc vîi c¤nh
�â.
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3.1 �ành ngh¾a �ç thà (graph) Sigma - MATHS

V½ dö 3.1. �ç thà G câ li»t k¶: V = {a, b, c, d, e}; E = {ab, ac, ad, bd, cd, ce}. �÷ñc biºu di¹n
h¼nh håc (v³) nh÷ sau:

V½ dö 3.2. �ç thà G câ: V = {u, v, x, y}; E = {uv, uv, ux, vx, xy, yy}. �÷ñc biºu di¹n h¼nh
håc nh÷ sau:

Chó þ: Khi biºu di¹n h¼nh håc c¡c �ç thà, giao cõa c¡c c¤nh ch÷a ch­c l  �¿nh cõa �ç thà
(�÷íng tr¶n cao v  �÷íng ng¦m câ g°p nhau �¥u).

3.1.2 Bªc cõa �¿nh trong �ç thà

�ành ngh¾a: �¿nh v cõa �ç thà G �÷ñc gåi l  câ bªc n n¸u v k· vîi n �¿nh kh¡c (v l  �¦u mót
cõa n c¤nh). Kþ hi»u: deg(v) hay d(v). (Þ ngh¾a: Tø mët l ng câ bao nhi¶u �÷íng xu§t ph¡t).

− Méi váng (khuy¶n) t¤i v �÷ñc kº l  2 c¤nh tîi v (ll ng câ �÷íng v nh �ai).

− �¿nh câ bªc 0 gåi l  �¿nh cæ lªp.

− �¿nh câ bªc 1 gåi l  �¿nh treo (pendant vertex) − (�¿nh �ëc �¤o).

− �¿nh m  �÷ñc nèi vîi t§t c£ c¡c �¿nh kh¡c th¼ �÷ñc gåi l  �¿nh �¦y �õ.

− C¤nh tîi �¿nh treo gåi l  c¤nh treo (pendant edge) − (�÷íng �ëc �¤o).

− �ç thà m  måi �¿nh �·u l  �¿nh cæ lªp gåi l  �ç thà réng (null graph).
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3.1 �ành ngh¾a �ç thà (graph) Sigma - MATHS

V½ dö 3.3. Cho �ç thà sau:

Ta câ: deg(a) = 4; deg(b) = 5; deg(c) = 4; deg(d) = 0; deg(e) = 1; deg(f) = 4; deg(g) = 4...

�ành lþ 3.4. Trong måi �ç thà G = (V,E), têng sè bªc cõa c¡c �¿nh cõa G b¬ng 2 l¦n sè c¤nh.

Chùng minh. Méi c¤nh th¼ câ hai �¿nh.

H» qu£: Trong måi �ç thà G = (V,E), ta câ:

1. Sè c¡c �¿nh bªc l´ cõa mët �ç thà l  mët sè ch®n.

2. Têng bªc cõa c¡c �¿nh bªc l´ trong mët �ç thà l  mët sè ch®n.

�ành lþ 3.5. Trong �ìn �ç thà G = (V,E), n¸u |V | ≥ 2 th¼ tçn t¤i ½t nh§t hai �¿nh còng bªc.

�ành lþ 3.6. Trong �ìn �ç thà G = (V,E), |V | ≥ 2 câ �óng hai �¿nh còng bªc th¼ hai �¿nh
n y khæng thº �çng thíi câ bªc 0 ho°c bªc n− 1.

Hai �ành lþ n y câ sû döng sü �èi ng¨u: Khæng câ g¼ c£ <> Câ t§t c£.

Minh håa dòng �ç thà chùng minh b i to¡n.

V½ dö 3.7. Chùng minh r¬ng trong mët cuëc håp tòy þ câ ½t nh§t 2 �¤i biºu tham gia trð l¶n,
luæn luæn câ ½t nh§t hai �¤i biºu m  hå câ sè ng÷íi quen b¬ng nhau trong c¡c �¤i biºu �¢ �¸n
dü håp.

Chùng minh. B÷îc 1: X¥y düng �ç thà G = (V,E) mæ t£ �¦y �õ c¡c thæng tin cõa b i to¡n:

+ �¿nh: �èi t÷ñng cõa b i to¡n ð �¥y l  �¤i biºu dü håp. Vªy, méi �¿nh v ∈ V biºu di¹n
cho mët �¤i biºu trong cuëc håp.

+ C¤nh: Trong �ç thà G c¡c �¿nh vi v  vj �÷ñc nèi vîi nhau b¬ng mët c¤nh n¸u hai �¤i
biºu vi v  vj quen nhau. Vªy, mèi quan h» giúa 2 �èi t÷ñng ð �¥y l  mèi quan h» quen
bi¸t. Méi c¤nh nèi 2 �¿nh vi v  vj trong G n¸u hai �¤i biºu vi v  vj quen nhau.

B÷îc 2: Suy luªn �º suy ra �i·u c¦n chùng minh:

+ Vîi c¡ch x¥y düng �ç thà G nh÷ �¢ tr¼nh b y th¼ sè �¿nh cõa G ch½nh l  sè �¤i biºu �¸n
dü håp |V | ≥ 2 v  bªc cõa méi �¿nh trong G b¬ng �óng sè �¤i biºu quen vîi �¤i biºu
�÷ñc biºu di¹n b¬ng �¿nh n y.

+ Theo �ành lþ 2, ta câ trong G tçn t¤i ½t nh§t 02 �¿nh câ còng bªc ngh¾a l  luæn luæn câ ½t
nh§t hai �¤i biºu m  hå câ sè ng÷íi quen b¬ng nhau trong c¡c �¤i biºu �¢ �¸n dü håp.

V½ dö 3.8. Chùng minh r¬ng sè ng÷íi m  méi ng÷íi �¢ câ mët sè l´ l¦n b­t tay nhau tr¶n
tr¡i �§t n y l  mët con sè ch®n.

HD: Sè ng÷íi tr¶n tr¡i �§t l  húu h¤n. Khæng t½nh tr÷íng hñp tü b­t tay.
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3.1 �ành ngh¾a �ç thà (graph) Sigma - MATHS

3.1.3 Mët sè �ç thà �°c bi»t.

a) �ç thà �¦y �õ.
�ành ngh¾a: �ç thà �¦y �õ (Complete graph), kþ hi»u: Kn l  mët �ìn �ç thà bao gçm n �¿nh
m  måi �¿nh �·u câ bªc n− 1 (méi �¿nh �·u nèi vîi n− 1 �¿nh cán l¤i).
Nâi c¡ch kh¡c, mët �ìn �ç thà câ c¡c �¿nh l  k· nhau �÷ñc gåi l  �ç thà �¦y �õ.

V½ dö 3.9.

b) �ç thà váng
�ành ngh¾a: �ç thà váng kþ hi»u: Cn, n ≥ 3 l  mët �ç thà vîi n �¿nh v1, v2, ..., vn v  c¡c c¤nh
v1v2, v2v3, ..., vnv1.

Vªy Cn câ:

+ Sè �¿nh: |V | = n > 2

+ Bªc cõa t§t c£ c¡c �¿nh b¬ng 2;

+ Sè c¤nh b¬ng n.

c) �ç thà h¼nh b¡nh xe
�ành ngh¾a: N¸u th¶m mët �¿nh v o �ç thà váng Cn (n ≥ 3) v  nèi �¿nh n y vîi n �¿nh cõa
Cn th¼ ta �÷ñc �ç thà h¼nh b¡nh xe (Wheel graph), kþ hi»u: Wn.

d) �ç thà �·u
�ành ngh¾a: Mët �ç thà �·u (Regular graph) l  �ç thà m  måi �¿nh �·u câ còng bªc. N¸u �ç
thà G câ c¡c �¿nh câ còng bªc k th¼ �÷ñc gåi l  k−�·u, hay cán gåi l  �ç thà �·u bªc k.

V½ dö 3.10. + �ç thà réng gçm n �¿nh l  �ç thà �·u bªc 0.
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3.1 �ành ngh¾a �ç thà (graph) Sigma - MATHS

+ Cn l  �ç thà �·u bªc 2.

+ Kn l  �ç thà �·u bªc (n− 1).

+ �ç thà 3−�·u 6 �¿nh:

+ �ç thà 3−�·u 8 �¿nh:

+ �ç thà �·u bªc 3: �ç thà Petersen (�ç thà �·u bªc 3).

Vªy �ç thà k−�·u n �¿nh câ:

+ Sè �¿nh: n.

+ Bªc cõa t§t c£ c¡c �¿nh b¬ng k.

+ Sè c¤nh:
n · k
2

.

e) C¡c khèi n−lªp ph÷ìng
C¡c khèi n−lªp ph÷ìng (n−cube graph), kþ hi»u: Qn l  c¡c �ç thà câ 2n �¿nh, méi �¿nh �÷ñc
biºu di¹n b¬ng mët d¢y sè nhà ph¥n vîi �ë d i n. Hai �¿nh l  li·n k· n¸u v  ch¿ n¸u c¡c d¢y
nhà ph¥n biºu di¹n chóng ch¿ kh¡c nhau �óng 1 bit (d¢y nhà ph¥n �ë d i n l  d¢y ch¿ chùa n
chú sè 0 v  1).
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3.1 �ành ngh¾a �ç thà (graph) Sigma - MATHS

V½ dö 3.11.

Vªy Qn câ:

+ Sè �¿nh: 2n

+ Bªc cõa c¡c �¿nh: n

+ Sè c¤nh: n · 2n−1

f. �ç thà bò
Hai �ìn �ç thà G v  G' �÷ñc gåi l  bò vîi nhau n¸u chóng câ chung c¡c �¿nh, c¤nh n o thuëc
G th¼ khæng thuëc G' v  ng÷ñc l¤i.

V½ dö 3.12. �ç thà v  ph¦n bò cõa nâ:

g) �ç thà l÷ïng ph¥n
Mët �ç thà G �÷ñc gåi l  �ç thà l÷ïng ph¥n (bipartie graph hay con gåi matching graph = �ç
thà k¸t �æi) n¸u tªp hñp c¡c �¿nh V cõa G câ thº ph¥n th nh 2 tªp hñp khæng réng V1 v  V2,
V1 ∩ V2 = ∅ sao cho méi c¤nh cõa G nèi mët �¿nh cõa V1 vîi mët �¿nh cõa V2.
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3.1 �ành ngh¾a �ç thà (graph) Sigma - MATHS

V½ dö 3.13.

Mët �ç thà l÷ïng ph¥n m  méi �¿nh cõa V1 (câ m �¿nh) �·u k· vîi måi �¿nh cõa V2 (câ n �¿nh),
�÷ñc gåi l  mët �ç thà l÷ïng ph¥n �¦y �õ, kþ hi»u: Km,n.

V½ dö 3.14.

K3 l  khæng ph£i l  �ç thà l÷ïng ph¥n v¼ n¸u ta chia c¡c �¿nh cõa nâ th nh 2 ph¦n ríi nhau
th¼ mët trong 2 ph¦n n y ph£i chùa 2 �¿nh. N¸u �ç thà l  l÷ïng ph¥n th¼ c¡c �¿nh n y khæng
thº nèi vîi nhau b¬ng mët c¤nh. Nh÷ng trong K3 méi �¿nh �÷ñc nèi vîi �¿nh kh¡c b¬ng mët
c¤nh.

3.1.4 Sü �¯ng c§u cõa c¡c �ç thà

�ành ngh¾a: Hai �ç thà húu h¤n G1 v  G2 �÷ñc gåi l  �¯ng c§u n¸u c¡c �¿nh cõa chóng �÷ñc
�¡nh sè l¦n l÷ñt tø 1, 2, 3, ..., n sao cho n¸u tø hai �¿nh i v  j câ c¤nh nèi nhau trong G1, th¼
trong G2 hai �¿nh i v  j t÷ìng ùng công �÷ñc nèi vîi nhau v  ng÷ñc l¤i n¸u trong G1 khæng
�÷ñc nèi th¼ trong G2 công khæng.

Chó þ: N¸u 2 �ç thà G1 v  G2 l  �¯ng c§u th¼ chóng câ:

+ Sè �¿nh b¬ng nhau.

+ Sè c¤nh b¬ng nhau.

+ Hai �¿nh t÷ìng ùng câ còng bªc.

�¥y l  c¡c �i·u ki»n c¦n �º hai �ç thà l  �¯ng c§u.
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3.1 �ành ngh¾a �ç thà (graph) Sigma - MATHS

�º chùng minh hai �ç thà �¯ng c§u ta c¦n:

+ Chùng minh �i·u ki»n c¦n thäa m¢n.

+ X¥y düng mët song ¡nh b£o to n quan h» li·n k· giúa hai �ç thà (�i·u ki»n �õ �º hai �ç
thà �¯ng c§u).

V½ dö 3.15. Chùng minh r¬ng hai �ç thà sau l  �¯ng c§u vîi nhau:

X²t �i·u ki»n c¦n:

+ Hai �ç thà G v  H �·u câ 4 �¿nh,

+ Hai �ç thà G v  H �·u câ 4 c¤nh,

+ C¡c �¿nh cõa hai �ç thà �·u câ bªc 2.

Vªy �i·u ki»n c¦n thäa m¢n.

X²t �i·u ki»n �õ:
X²t ph²p t÷ìng ùng f : V → W

u1 → v1; u2 → v4; u3 → v2; u4 → v3

⇒ f l  song ¡nh v  b£o to n quan h» li·n k·, �i·u ki»n �õ thäa. Vªy hai �ç thà G v  H �¯ng
c§u vîi nhau. Mët sè v½ dö khæng �¯ng c§u:

V½ dö 3.16. a) Sè �¿nh kh¡c nhau:

b) G v  H câ còng sè c¤nh, sè �¿nh nh÷ng H câ �¿nh e' bªc 1, trong khi �â G khæng câ �¿nh
n o bªc 1. �i·u ki»n c¦n khæng thäa m¢n ⇒ G v  H khæng �¯ng c§u.
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3.2 �ç thà câ h÷îng (Directed graph) Sigma - MATHS

3.2 �ç thà câ h÷îng (Directed graph)

3.2.1 �ành ngh¾a

Mët �ç thà câ h÷îng G = (V,E) gçm tªp hñp c¡c �¿nh V v  tªp hñp c¡c c¤nh E bao gçm
c¡c c°p s­p thù tü c¡c ph¦n tû cõa V. C¤nh e t÷ìng ùng vîi mët c°p thù tü (a,b) cõa 2 �¿nh
a, b ∈ V �÷ñc gåi l  mët c¤nh câ h÷îng tø a �¸n b. Kþ hi»u: e = ~ab. a �÷ñc gåi l  �¿nh �¦u, b
�÷ñc gåi l  �¿nh cuèi cõa c¤nh e. �¿nh �¦u v  �¿nh cuèi cõa khuy¶n (váng) l  tròng nhau.

3.2.2 Bªc cõa �¿nh trong �ç thà câ h÷îng

+) �ành ngh¾a bªc v o: Cho G l  �ç thà câ h÷îng, bªc v o cõa �¿nh v, kþ hi»u: deg−(v) (ho°c
din(v)) l  sè c¤nh câ �¿nh cuèi l  v.
+ �ành ngh¾a bªc ra: Cho G l  �ç thà câ h÷îng, bªc ra cõa v, kþ hi»u: deg+(v) (hay dout(v))
l  sè c¤nh câ �¿nh �¦u l  v.
Chó þ: Mët váng t¤i mët �¿nh s³ gâp th¶m mët �ìn và v o bªc v o v  bªc ra cõa �¿nh n y.

V½ dö 3.17.

+ �èi vîi �¿nh a: din(a) = 0, dout(a) = 3;

+ �èi vîi �¿nh b: din(b) = 3, dout(b) = 1;

+ �èi vîi �¿nh c: din(c) = 3; dout(c) = 2;
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3.3 T½nh li¶n thæng cõa �ç thà Sigma - MATHS

+ �èi vîi �¿nh d: din(d) = 0; dout(d) = 3;

+ �èi vîi �¿nh e: din(e) = 3; dout(e) = 0.

�ành lþ 3.18. Cho G = (V,E) l  mët �ç thà câ h÷îng. Têng bªc v o cõa c¡c �¿nh b¬ng têng
bªc ra v  b¬ng sè c¤nh cõa �ç thà.

Mët �ç thà câ h÷îng �÷ñc gåi l  c¥n b¬ng (balanced) n¸u måi �¿nh cõa nâ �·u câ bªc
v o v  bªc ra b¬ng nhau.

V½ dö 3.19. Câ mët nhâm gçm 9 �ëi bâng b n thi �§u váng trán mët l÷ñt. Häi sau khi câ
k¸t qu£ thi �§u cõa t§t c£ c¡c �ëi câ thº câ tr÷íng hñp b§t ký �ëi n o trong 9 �ëi n y công
�·u th­ng �óng 5 �ëi kh¡c trong nhâm �÷ñc khæng? (L÷u þ trong thi �§u bâng b n khæng câ
trªn háa).

3.3 T½nh li¶n thæng cõa �ç thà

3.3.1 �÷íng �i

�ành ngh¾a: �÷íng �i (path) câ �ë d i n tø v0 �¸n vn vîi n l  mët sè nguy¶n d÷ìng, trong
mët �ç thà væ h÷îng l  mët d¢y c¡c c¤nh li¶n ti¸p v0v1, v1v2, ..., vn−1vn. �¿nh v0 �÷ñc gåi l 
�¿nh �¦u, �¿nh vn �÷ñc gåi l  �¿nh cuèi. �÷íng �i n y th÷íng �÷ñc vi¸t gån: v0v1v2...vn−1vn.
Khi ch¿ c¦n n¶u ra �¿nh �¦u v0 v  �¿nh cuèi vn cõa �÷íng �i, ta vi¸t: �÷íng �i v0 − vn.

Mët �÷íng �i khæng qua c¤nh n o l¦n thù hai �÷ñc gåi l  �÷íng �i �ìn gi£n (�÷íng �i �ìn).

Mët �÷íng �i khæng qua �¿nh n o l¦n thù hai �÷ñc gåi l  �÷íng �i sì c§p.

L÷u þ: Mët �÷íng �i sì c§p l  mët �÷íng �i �ìn gi£n nh÷ng mët �÷íng �i �ìn gi£n câ thº
khæng l  �÷íng �i sì c§p).

3.3.2 Chu tr¼nh

�ành ngh¾a: Mët �÷íng �i kh²p k½n (�¿nh �¦u ≡ �¿nh cuèi) v  câ �ë d i n ≥ 3 �÷ñc gåi l 
mët chu tr¼nh (Cycle).

Chu tr¼nh khæng �i qua c¤nh n o l¦n thù hai �÷ñc gåi l  chu tr¼nh �ìn gi£n.

Chu tr¼nh khæng �i qua �¿nh n o l¦n thù hai, trø �¿nh �¦u ≡ �¿nh cuèi, �÷ñc gåi l  mët chu
tr¼nh sì c§p.
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3.3 T½nh li¶n thæng cõa �ç thà Sigma - MATHS

− abcdbe l  mët �÷íng �ìn gi£n.

− eabdc l  mët �÷íng �i sì c§p ...

�ành lþ 3.20. Cho G = (V,E) l  mët �ç thà væ h÷îng câ |V | ≥ 3 v  vîi måi v ∈ V câ d(v) ≥ 2
th¼ trong G luæn tçn t¤i mët chu tr¼nh sì c§p.

Chùng minh. V¼ G l  mët �ç thà húu h¤n, méi �÷íng sì c§p qua tøng �¿nh khæng qu¡ mët
l¦n, n¶n sè �÷íng sì c§p trong G l  húu h¤n. Do �â, ta luæn x¡c �ành �÷ñc �÷íng �i sì c§p câ
�ë d i cüc �¤i trong sè c¡c �÷íng �i sì c§p câ trong �ç thà G = (V,E).
Gi£ sû : α = v1v2...vk−1vk l  mët trong c¡c �÷íng �i sì c§p câ �ë d i cüc �¤i. Do bªc cõa méi
�¿nh khæng nhä hìn 2 (vîi måi v ∈ V câ d(v) ≥ 2), n¶n �¿nh v1 ph£i k· vîi mët �¿nh u n o �â
v  u 6= v2. X²t 2 tr÷íng hñp:

+ N¸u �¿nh u = vi (3 ≤ i ≤ k), khi �â trong �ç thà G s³ câ mët chu tr¼nh sì c§p β =
v1v2...vi−1viv1.

+ Ng÷ñc l¤i, n¸u �¿nh u 6= vi(3 ≤ i ≤ k), khi �â trong G tçn t¤i �÷íng sì c§p γ =
uv1v2...vi−1vi câ �ë d i lîn hìn �÷íng sì c§p α câ �ë d i lîn nh§t �¢ chån (m¥u thu¨n).
Vªy �¿nh u = vi(3 ≤ i ≤ k) trong �ç thà G câ mët chu tr¼nh sì c§p.

�ành lþ 3.21. Cho G = (V,E) l  mët �ç thà væ h÷îng câ |V | ≥ 4 v  vîi måi v ∈ V câ d(v) ≥ 3
th¼ trong G luæn tçn t¤i mët chu tr¼nh sì c§p câ �ë d i ch®n.

Chùng minh. Gi£ sû α l  mët �÷íng sì c§p câ �ë d i cüc �¤i trong �ç thà G = (V,E):

α = v1v2v3 · · · vi−1vivi+1 · · · vj−1vjvj+1 · · · vk−1vk
V¼ α l  �÷íng sì c§p câ �ë d i cüc �¤i v  bªc cõa méi �¿nh khæng nhä hìn 3, n¶n �¿nh v1 ph£i
k· vîi 2 �¿nh vi v  vj kh¡c thuëc �÷íng α vîi 3 ≤ i ≤ k, 3 ≤ j ≤ k. Khi �â trong G câ 2 chu
tr¼nh sì c§p:

+α1 = v1v2 · · · vi−1viv1
v 

+α2 = v1v2 · · · vi−1vi · · · vj−1vjv1
Ta x²t 2 tr÷íng hñp sau:

+ N¸u mët trong hai �÷íng sì c§p α1α ho°c α2 câ �ë d i ch®n th¼ ta câ �i·u ph£i chùng
minh.

+ Ng÷ñc l¤i, n¸u c£ hai �÷íng sì c§p α1 v  α2 �·u câ �ë d i l´ th¼ khi �â �÷íng �i sì c§p:
α3 = v1v2v3 · · · vi−1v − i câ �ë d i ch®n v  �÷íng sì c§p: α4 = vivi+1 · · · vj−1vjv1 câ �ë
d i l´, n¶n chu tr¼nh: α5 = v1vivi+1 · · · vj−1vjv1 câ �ë d i ch®n (�i·u ph£i chùng minh).
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3.3 T½nh li¶n thæng cõa �ç thà Sigma - MATHS

3.3.3 T½nh li¶n thæng trong �ç thà væ h÷îng

�ành ngh¾a: Mët �ç thà væ h÷îng �÷ñc gåi l  li¶n thæng n¸u câ �÷íng �i giúa måi c°p �¿nh
ph¥n bi»t cõa �ç thà.

G: li¶n thæng v  H: khæng li¶n thæng.

Cho �ç thà G = (V,E) v  v ∈ V . V' l  tªp hñp c¡c �¿nh cõa V li¶n thæng vîi v, E' l 
tªp hñp c¡c c¤nh nèi 2 �¿nh cõa V'. Khi �â �ç thà G′ = (V ′, E ′) gåi l  th nh ph¦n li¶n thæng
(connected component) cõa G chùa v. �÷ìng nhi¶n n¸u v v  u li¶n thæng trong G th¼ th nh
ph¦n li¶n thæng cõa G chùa v công l  th nh ph¦n li¶n thæng chùa u.

V½ dö 3.22. �ç thà câ 3 th nh ph¦n li¶n thæng.

�ành lþ 3.23. �ç thà G = (V,E) l  li¶n thæng khi v  ch¿ khi G câ duy nh§t mët th nh ph¦n
li¶n thæng.

3.3.4 �¿nh c­t v  c¦u

�¿nh c­t: N¸u vi»c xâa �i mët �¿nh v ∈ V v  t§t c£ c¡c c¤nh li¶n thuëc vîi nâ s³ t¤o ra mët
�ç thà con mîi câ nhi·u th nh ph¦n li¶n thæng hìn �ç thà xu§t ph¡t. C¡c �¿nh v nh÷ th¸ �÷ñc
gåi l  �¿nh c­t (cut point) hay �iºm khîp.

C¦u: N¸u trong �ç thà G ta bä �i c¤nh e s³ t¤o ra nhi·u th nh ph¦n li¶n thæng hìn G th¼ e
�÷ñc gåi l  c¦u (br¼dge).

V½ dö 3.24. T¼m c¡c �¿nh c­t v  c¦u trong �ç thà:
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3.3 T½nh li¶n thæng cõa �ç thà Sigma - MATHS

�¿nh c­t cõa G: b, c, e.
C¦u: ab, ce.

Chó þ: Khæng ph£i �ç thà n o công câ �¿nh c­t v  c¦u.

�ành lþ 3.25. Trong måi �ç thà G = (V,E) câ ½t nh§t n = 02 �¿nh |V | = n ≥ 2. N¸u
∀v1, v2 ∈ V thäa m¢n d(v1) + d(v2) ≥ n th¼ G l  �ç thà li¶n thæng.

H» qu£: Trong måi �ç thà G = (V,E) câ n �¿nh, n¸u måi �¿nh v ∈ V câ d(v) ≥ n

2
th¼ G l  �ç

thà li¶n thæng.

3.3.5 T½nh li¶n thæng trong �ç thà câ h÷îng

Li¶n thæng m¤nh (Strongly connected)
�ç thà câ h÷îng G �÷ñc gåi l  li¶n thæng m¤nh n¸u câ �÷íng �i tø a �¸n b v  tø b �¸n a ∀ a,
b ∈ �ç thà. V½ dö:

Li¶n thæng y¸u (Weakly connected)
�ç thà câ h÷îng G �÷ñc gåi l  li¶n thæng y¸u n¸u �ç thà væ h÷îng t÷ìng ùng cõa nâ l  li¶n
thæng. V½ dö:

�ç thà câ h÷îng G �÷ñc gåi l  �¦y �õ n¸u �ç thà væ h÷îng cõa nâ l  �¦y �õ.

�ành lþ 3.26. N¸u trong �ç thà G = (V,E) câ �óng hai �¿nh bªc l´ th¼ hai �¿nh n y ph£i li¶n
thæng vîi nhau.

Chùng minh. Gi£ sû �ç thà G = (V,E) câ �óng hai �¿nh bªc l´ v v  w nh÷ng hai �¿nh n y l¤i
khæng li¶n thæng vîi nhau. Khi �â v v  w ph£i thuëc v o 2 th nh ph¦n li¶n thæng G1, G2 kh¡c
nhau cõa G. Ch¯ng h¤n v ∈ G1 v  w ∈ G2. Theo gi£ thuy¸t do G ch¿ câ �óng 2 �¿nh bªc l´
n¶n trong méi �ç thà con G1 v  G2 ch¿ câ �óng mët �¿nh bªc l´. M¥u thu¨n vîi t½nh ch§t sè
�¿nh bªc l´ trong mët �ç thà l  mët sè ch¯n. Vªy v v  w ph£i li¶n thæng vîi nhau.

�ành lþ 3.27. (�ành lþ v· �i·u ki»n c¦n v  �õ cõa mët �ç thà l÷ïng ph¥n)
�ç thà G = (V,E) l  mët �ç thà l÷ïng ph¥n khi v  ch¿ khi måi chu tr¼nh cõa nâ �·u câ �ë d i
ch®n.
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3.4 Mët sè ph²p bi¸n �êi �ç thà Sigma - MATHS

Chùng minh. Gi£ sû G = (V,E) l  mët �ç thà l÷ïng ph¥n v  tªp �¿nh V cõa G �÷ñc chia
th nh hai tªp con V1 v  V2. Khi �â, dåc theo chu tr¼nh b§t ký cõa G th¼ c¡c �¿nh thuëc tªp V1
v  tªp V2 s³ l¦n l÷ñt n¬m li¶n ti¸p v  xen k³ nhau. Do �â, khi trð v· �¿nh xu§t ph¡t �¦u ti¶n,
ta ph£i �i qua mët sè ch®n c¡c �¿nh v  do �â chi·u d i cõa chu tr¼nh l  mët sè ch®n.

Ng÷ñc l¤i, gi£ sû r¬ng G l  mët �ç thà câ t½nh ch§t l  t§t c£ c¡c chu tr¼nh cõa G �·u câ �ë
d i ch®n. Ta s³ chùng minh t§t c£ c¡c th nh ph¦n li¶n thæng cõa G �·u l  �ç thà l÷ïng ph¥n
v  do �â G công l  mët �ç thà l÷ïng ph¥n.

Thªt vªy, gi£ sû r¬ng G1 l  mët th nh ph¦n li¶n thæng cõa G v  v0 l  mët �¿nh cõa G1.
Vîi méi �¿nh v ∈ G1 ta chån mët �÷íng α nèi v v  v0. N¸u �÷íng α câ �ë d i ch®n th¼ ta �÷a
�¿nh v v o tªp �¿nh V1. Ng÷ñc l¤i, n¸u α câ �ë d i l´ th¼ ta �÷a v v o tªp �¿nh V2. Sü ph¥n
lo¤i c¡c �¿nh cõa G1 khæng phö thuëc v o c¡ch chån �÷íng �i α. Thªt vªy, n¸u câ hai �÷íng
α câ �ë d i ch®n v  α′ câ �ë d i l´ nèi 2 �¿nh v v  v0 th¼ �ç thà G1 s³ câ chu tr¼nh vîi �ë d i
l´, m¥u thu¨n vîi t½nh ch§t ban �¦u l  G ch¿ câ chu tr¼nh �ë d i ch®n.

Vîi c¡ch thi¸t lªp hai tªp hñp �¿nh V1 v  V2 n y, c¡c �¿nh cõa �ç thà G1 ho°c thuëc tªp hñp
�¿nh V1 ho°c thuëc tªp hñp �¿nh V2. B¥y gií, ta chùng minh r¬ng ch¿ câ c¡c c¤nh nèi c¡c �¿nh
khæng thuëc còng mët tªp hñp �¿nh vîi nhau m  thæi. Thªt vªy, gi£ sû r¬ng câ 2 �¿nh v v 
u k· nhau trong G1 th¼ chóng khæng thº thuëc còng mët tªp hñp �¿nh V1 ho°c V2, n¸u khæng
ta câ thº �i tø �¿nh v0 �¸n �¿nh v rçi �i �¸n �¿nh u b¬ng c¤nh vu rçi trð v· �¿nh v0 b¬ng mët
�÷íng �i câ �ë d i l´. �i·u n y khæng x£y ra trong �ç thà G. Vªy G l  �ç thà l÷ïng ph¥n vîi
hai tªp �¿nh ríi nhau l  V1 v  V2 b¬ng c¡ch m  ta �¢ x¥y düng tr¶n.

3.4 Mët sè ph²p bi¸n �êi �ç thà

3.4.1 Hñp cõa hai �ç thà

Hñp cõa hai �ç thà G1 = (V1, E1) v  G2 = (V2, E2) l  mët �ç thà G = (V,E) câ tªp hñp c¡c
�¿nh l  V = V1 ∪ V2 v  tªp hñp c¡c c¤nh l  E = E1 ∪ E2.
Kþ hi»u: G = G1 ∪G2.

V½ dö 3.28.

3.4.2 Ph²p ph¥n chia sì c§p

Cho �ç thà G = (V,E), n¸u ta bä �i mët c¤nh e = uv cõa G v  th¶m v o mët �¿nh mîi w
còng vîi 2 c¤nh uw v  wv th¼ ph²p to¡n tr¶n �÷ñc gåi l  ph²p ph¥n chia sì c§p.
Hai �ç thà G1 = (V1, E1) v  G2 = (V2, E2) �÷ñc gåi l  �çng phæi (homeomorphic) n¸u chóng câ
thº nhªn �÷ñc tø còng mët �ç thà b¬ng mët d¢y c¡c ph²p ph¥n chia sì c§p.
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V½ dö 3.29.

G2 v  G3 l  �çng phæi v¼ còng nhªn �÷ñc tø G1. Rã r ng G2 v  G3 khæng �¯ng c§u vîi nhau.

Chó þ: Hai �ç thà l  �çng phæi th¼ ch÷a ch­c �¯ng c§u vîi nhau.

4 B i luy»n tªp

4.1 �¿nh, c¤nh, bªc trong graph

2. Mët nhâm câ 5 ng÷íi. Hå tê chùc �§u cí vua, hai ng÷íi �§u vîi nhau khæng qu¡ 1 v¡n.
CMR trong b§t k¼ thíi �iºm n o công tçn t¤i 2 ng÷íi câ sè v¡n �¢ chìi b¬ng nhau. M»nh �·
câ cán �óng khæng vîi sè ng÷íi l  6 hay 10 ng÷íi?

3. Trong mët nhâm ng÷íi b§t k¼, luæn câ 2 ng÷íi câ sè ng÷íi quen b¬ng nhau (sü quen bi¸t
nhau l  t÷ìng hé).

4. Trong mët nhâm ng÷íi b§t k¼, luæn câ 2 ng÷íi câ sè ng÷íi khæng quen bi¸t b¬ng nhau (sü
khæng quen bi¸t nhau l  t÷ìng hé).

5. T¤i sao hai b i to¡n n y gièng nhau? H¢y ph¡t biºu b i to¡n b¬ng ngæn ngú �ç Thà!

6. H¢y t¼m �ìn �ç thà nhä nh§t- sao cho khæng câ �¿nh cæ lªp, v  công khæng câ �¿nh � y �õ
- �ìn �ç thà nh÷ vªy câ bao nhi¶u �¿nh?

�¡p sè: 4

7. Câ bao nhi¶u �ìn �ç thà câ 4 �¿nh sao cho khæng câ �¿nh cæ lªp, v  công khæng câ �¿nh �¦y
�õ?

8. Vîi nhúng gi¡ trà n n o th¼ tçn t¤i �ìn �ç thà n �¿nh sao cho khæng câ �¿nh cæ lªp, khæng
câ �¿nh �¦y �õ v  khæng câ ba c¤nh �ëc lªp.

9. H¢y ch¿ ra mët �ìn �ç thà n-�¿nh m  ch¿ câ duy nh§t mët c°p �¿nh câ còng bªc!

10. Ð mët th nh phè trong 1 ng y luæn câ 2 telephon m  tø �â câ còng sè cuëc gåi �i»n �i
nìi kh¡c?

L÷u þ: �ç thà câ h÷îng.

11. Trong mët nhâm 21 ng÷íi méi ng÷íi �·u vi¸t 2 ho°c 4 l¡ th÷ cho c¡c b¤n kh¡c, trø mët
ng÷íi vi¸t 6 l  th÷ cho ng÷íi kh¡c. Häi méi ng÷íi câ thº nhªn �÷ñc �óng 3 l¡ th÷ hay khæng?
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L÷u þ: �ç thi câ h÷îng.

12. Trong mët nhâm 9 ng÷íi méi ng÷íi cho 5 ng÷íi kh¡c 1�çng ti·n v ng. CMR câ 2 ng÷íi
nhªn �÷ñc sè �çng ti·n v ng b¬ng nhau.

HD. Ph£n chùng. Gi£ sû méi ng÷íi nhªn �÷ñc sè ti·n kh¡c nhau. H¢y so s¡nh sè ti·n �¢ cho
v  sè ti·n nhªn �÷ñc.

4.2 �ç thà �¦y �õ, �ç thà con, �ç thà câ h÷îng, �ç thà bò, �ç thà c¥y

13. H¢y t¼m �a di»n 6 �¿nh sao cho �ç thà − �÷ñc t¤o bði c¡c �¿nh v  c¡c c¤nh cõa nâ − câ
c¡c �¿nh �·u câ bªc 4. Câ bao nhi¶u �ìn �ç thà 6 �¿nh m  t§t c£ c¡c �¿nh câ bªc 4.

14. Trong mët nhâm 5 ng÷íi cù méi ng÷íi th¼ bi¸t 3 ng÷íi kh¡c, häi sü quen bi¸t n y câ ph£i
l  hai chi·u khæng?

KQ: khæng thº.

15. Trong mët nhâm 6 ng÷íi cù méi ng÷íi th¼ bi¸t 3 ng÷íi kh¡c, häi sü quen bi¸t n y câ ph£i
l  hai chi·u khæng?

KQ: câ thº. Cho 6 ng÷íi ngçi quanh b n trán. Mæi ng÷íi nâi vîi 2 ng÷íi hai b¶n v  ng÷íi �èi
di»n. Hay lay vi du v· 3 ng÷íi v  3 c¡i gi¸ng!

16. Vîi n b¬ng bao nhi¶u �º trong méi nhâm n ng÷íi, khi sü quen bi¸t l  t÷ìng hé, méi ng÷íi
câ �óng ba ng÷íi quen?

HD. N¸u n ch®n thi ph÷ìng ph¡p tr¶n câ thº ¡p döng. Tr÷íng hñp n l´ thi khæng tçn tai v¼
�ành lþ têng c¡c bªc cõa c¡c �¿nh l  sè ch®n.

17. Vîi n b¬ng bao nhi¶u �º trong méi nhâm n ng÷íi, khi sü quen bi¸t l  t÷ìng hé, méi ng÷íi
câ �óng 6 ng÷íi quen? H¢y ph¡t biºu b i to¡n b¬ng ngæn ngú �ç thà!

HD. Hiºn nhi¶n n ≥ 7. v  cung ch¿ c¥n nh÷ vªy. L¤i cho måi nguíi b¶n b n trán v  cho méi
ng÷íi l m qu¶n vîi 3 b¶n tr¡i v  ba b¶n ph£i.

18. Vîi n v  k n o th¼ tçn t¤i �ìn �ç thà n �¿nh v  k−�·u?

HD. Hiºn nhi¶n n > k. N¸u k ch®n th¼ tçn t¤i. N¸u k l´ n l´ th¼ têng bªc cõa c¡c �ành l´ → væ
lþ. N¸u k = 2l + 1 ( k l´) v  n ch®n. Ta lai câ thº thi¸t lªp mët �ç thà n �inh ngái quanh b n
trán. Mæt �inh nèi vîi j + l �¿nh hai b¶n v  mæt �¿nh �èi di»n. Vi du n = 10 v  k = 5 trong
v½ dö sau:
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19. Mët nhâm câ 10 ng÷íi, méi ng÷íi quen bi¸t (t÷ìng hé hai chi·u) 7 ng÷íi kh¡c.H¢y ch¿ ra
r¬ng b§t k¼ 3 ng÷íi n o �·u câ ng÷íi quen chung. H¢y ph¡t biºu b i to¡n b¬ng �ç thà!

20. CMR mët �ìn �ç thà (2k − 1) �¿nh k−�·u b§t k¼ hai �¿nh n o công câ chung �¿nh li·n k·
(chung h ng xâm).
B i to¡n cán �óng khæng vîi �ìn �ç thà 2k �¿nh k−�·u?

21. CMR �ìn �ç thà (3k − 1) �¿nh 2k−�·u b§t k¼ 3 �¿nh n o công câ chung �¿nh li·n k·. B i
to¡n cán �óng khæng vîi �ìn �ç thà 3k �¿nh 2k−�·u?

HD. H¢y chi ra r¬ng sè �i¶m câ thº l  li¶n k· cõa mæt �¿nh l  k − 1. 3 �iºm thi câ nhi·u nh§t
(3k − 3) �¿nh. Vay con 2 �¿nh l  chung ( nhi¶u hìn 1). Nh÷ng con sæ nay khæng thº h¤ th§p
hìn. V½ dö vîi 3k �¿nh. L§y 3 �¿nh b§t ki v  chia c¡c �iºm cán l¤i v o 3 nhâm méi nhâm câ
mët �iºm kº tr¶n. T¥t c£ c¡c �i¶m khæng cung nhom �÷ìc nèi vîi nhau. �ç thi nay khæng thäa
m¢n m»nh �·.

22. �ìn �ç thà �¦y �õ n �¿nh câ bao nhi¶u c¤nh?

23. Câ bao nhi¶u �ìn �ç thà 7 �¿nh 4-�·u? V  câ bao nhi¶u �ìn �ç thà 9 �¿nh 6-�·u?

HD. Quan s¡t �ç thà ph¦n bò.

− Câ 2 �ìn �ç thà 7−�¿nh v  4−�·u:

− 4 �ìn �ç thà 9 �¿nh v  6−�·u câ 4 tr÷íng hñp.
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24. Mët �ìn �ç thà n �¿nh câ nhi·u nh§t bao nhi¶u c¤nh �º nâ khæng câ ngæi sao k �¿nh
(n > k)?

25. H¢y v³ ph¦n bò cõa c¡c �ç thà sau:

a) G1 l  �ç thà lªp ph÷ìng;

b) G2 l  �ç thà b¡t di»n �·u;

c) Hn l  �ç thà �a gi¡c �·u n c¤nh n = 3, 4, 5, 6;

d) G3 l  �ç thà vîi V = {x, y, u, v}, E = {xy, yu, uv};

e) G4 l  �ç thà câ c¡c �¿nh l  7 �¿nh cõa th§t gi¡c �·u, c¤nh l  c¡c c¤nh �a gi¡c v  c¡c
�÷íng ch²o nhä nh§t.

26. Câ bao nhi¶u �ìn �ç thà 6 �¿nh sao cho bªc cõa c¡c �¿nh l¦n l÷ñt l  4, 4, 4, 2, 2, 2?

HD. X²t �ç thà ph¦n bò : 1,1,1,3,3,3. ( chi duy nh§t câ mët �ç thà thäa m¢n)

27. �ìn �ç thà 10 �¿nh câ 20 c¤nh. Häi �ç thà bò cõa nâ câ bao nhi¶u c¤nh?

28. Vîi nhúng gi¡ trà n o cõa n th¼ m»nh �· sau �óng: N¸u G l  �ìn �ç thà n �¿nh, th¼ ho°c
trong G ho°c trong ph¦n bò câ sè c¤nh l  sè l´.

4.3 Mèi li¶n h» giúa bªc cõa �¿nh v  c¡c c¤nh

29. Ng÷íi ta häi c¡c th nh vi¶n cõa mët nhâm 8 ng÷íi: B¤n bi¸t bao nhi¶u ng÷íi trong nhâm?
V  l¦n l÷ñt nhªn �÷ñc c¥u tr£ líi l : 3, 5, 4, 2, 5, 2, 4, 4. Häi sü bi¸t trong nhâm câ ph£i l  quen
bi¸t hai chi·u �÷ñc khæng?

HD. Khæng. Vi têng cõa c¡c bªc l  sè l´.

30. Trong mët nhâm 10 ng÷íi, méi ng÷íi tü �¸m sè ng÷íi m¼nh quen bi¸t, t§t nhi¶n quan h»
hai chi·u t÷ìng hé. K¸t qu£ l  câ ba ng÷íi câ 5 ng÷íi quen, hai ng÷íi câ 2 ng÷íi, nhúng ng÷íi
cán l¤i méi ng÷íi �·u câ 4 ng÷íi quen. H¢y ch¿ ra r¬ng câ ng÷íi n o �â �¸m nh¦m.

HD. Têng c¡c b¥c l  sè l´. V  quan h» l  2 chi·u n¶n d¨n �¸n m¥u thu¨n.

31. H¢y têng qu¡t hâa b i to¡n v  ph¡t biºu b¬ng ngæn ngú �ç thà.

32. �ành lþ v· têng c¡c bªc cõa c¡c �¿nh l  sè ch®n trong mët �ìn �ç thà cán �óng khæng �èi
vîi �ç thà húu h¤n b§t k¼?

HD. N¸u khæng co canh vong thi m¶nh �· v¨n �óng.

33. Ta câ thº nâi g¼ v· sè c¡c �¿nh câ bªc l´ trong mët �ç thà khæng câ c¤nh váng?

34. Trong mët �ç thà �ành h÷îng 10 �¿nh , c¡c �bªc - ra� cõa c¡c �¿nh l¦n l÷ñt l  1, 1, 2, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 4.
Häi �ç thà câ bao nhi¶u c¤nh?

�S: 29.

35. Trong mët �ç thà �ành h÷îng 9 �¿nh, c¡c �bªc - v o� cõa c¡c �¿nh l¦n l÷ñt l  1, 1, 2, 3, 3, 3, 4, 4, 4.
Häi �ç thà câ bao nhi¶u c¤nh?

�S: 25

36. H¢y ph¡t biºu mèi quan h» cõa c¡c bªc, v  têng c¡c lo¤i bªc trong �ç thà �ành h÷îng.
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4.4 �ç thà l÷ïng ph¥n

37. H¢y biºu di¹n b¬ng h¼nh v³ c¡c �ç thà �¦y �õ K2,2 v  K3,3.

38. �ç thà n o l  l÷ïng ph¥n trong c¡c �ç thà sau:

a) H¼nh lªp ph÷ìng.

b) H¼nh ngô gi¡c �·u.

c) B¡t di»n �·u (8 �¿nh).

d) �ç thà m  c¡c �¿nh l  6 �¿nh cõa mët löc gi¡c �·u, c¡c c¤nh cõa löc gi¡c v  c¡c �÷íng
ch²o d i nh§t cõa löc gi¡c l  c¡c c¤nh cõa �ç thà?

39. Câ �óng l  trong mët �ç thà l÷ïng ph¥n c¡c �ç thà con công l  �ç thà l÷ïng ph¥n?

40. �ç thà l÷ïng ph¥n 10 �¿nh câ thº câ nhi·u nh§t bao nhi¶u c¤nh? V  �ç thà l÷ïng ph¥n 11
�¿nh th¼ sao?

41. Mët �ç thà l÷ïng ph¥n n �¿nh th¼ câ thº câ nhi·u nh§t bao nhi¶u c¤nh?

42. Vîi nhúng n nh÷ th¸ n o th¼ luæn tçn t¤i �ç thà l÷ïng ph¥n n−�¿nh sao cho ph¦n bò cõa
nâ công l  �ç thà l÷ïng ph¥n? H¢y t¼m t§t c£ nhúng �ç thà nh÷ vªy.

43. Câ hay khæng �ìn �ç thà l÷ïng ph¥n m  trong �â bªc cõa c¡c �¿nh l  3, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 4?
H¢y chùng minh khæng tçn t¤i ho°c t¼m t§t c£?

44. Câ hay khæng �ìn �ç thà l÷ïng ph¥n m  trong �â bªc cõa c¡c �¿nh l  3, 3, 3, 3, 3, 4, 4, 5, 6?

4.5 �÷íng �i, chu tr¼nh, li¶n thæng

45. Trong �ç thà sau ta câ thº th§y c¡c �÷íng �i, nh÷ng khæng l  c¡c �÷íng �ìn gi£n hay sì
c§p. H¢y ch¿ ra hai �iºm kh¡c nhau m  giúa chóng câ �÷íng �i nh÷ng khæng câ �÷íng sì c§p
(�÷íng �ìn gi£n)?

46. N¸u giúa hai �iºm cõa �ç thà câ �÷íng �i th¼ câ �÷íng sì c§p? �ìn gi£n?
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47. Cho tr÷îc mët �ç thà G. T¤o �ç thà G' b¬ng c¡ch: �¿nh cõa G' l  �¿nh cõa G, mët c°p hai
�¿nh cõa G' �÷ñc nèi vîi nhau b¬ng mët c¤nh n¸u c¡c �iºm n y �÷ñc nèi vîi nhau b¬ng mët
�÷íng sì c§p. H¢y biºu di¹n b¬ng h¼nh håc c¡c �ç thà ph¦n bò G' cõa n«m �ç thà G sau �¥y:

48. CMR mët �ç thà l  li¶n thæng n¸u câ mët �¿nh m  tø �â câ �÷íng d¨n �¸n �¿nh kh¡c.

49. H¢y cho mët �ç thà 6 �¿nh khæng li¶n thæng, câ
a) 6 b) 7 c) 9
c¤nh. Câ hay khæng �ç thà 6 �¿nh khæng li¶n thæng v  câ 10, 11 c¤nh ?

50. M»nh �· sau �¥y �óng hay sai:
− N¸u c¡c �¿nh cõa mët �ç thà li¶n thæng �÷ñc chia th nh hai ph¦n khæng réng, th¼ luæn tçn
t¤i mët c¤ch nèi hai ph¦n vîi nhau?
�i·u ng÷ìñc l¤i cán �óng khæng?

51. M»nh �· sau �¥y �óng hay sai:
− N¸u G l  �ç thà khæng câ c¤nh khuy¶n, th¼ trong c¡c th nh ph¦n cõa nâ câ sè ch®n c¡c �¿nh
l´?

5 Ùng döng

52. N«m ng÷íi trong mët hëi g°p nhau. Ng÷íi ta häi hå trong sè n y méi ng÷íi câ bao nhi¶u
ng÷íi quen cô. C¥u tr£ líi l¦n l÷ñt l :

A: − Tæi quen 4 ng÷íi;

B: − Tæi quen ½t ng÷íi hìn A;

C: − Sè ng÷íi tæi quen b¬ng cõa D;

D: − Tæi quen ½t hìn mët ng÷íi so vîi E;
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E: − Sè ng÷íi tæi quen l  sè l´.

Häi C v  D câ quen nhau khæng?

HD. E quen 3 ng÷íi (v¼ D n¶n khæng thº 1??) → D = 2, C = 2. C£ hai ph£i quen A. �t nh§t
mët trong hai ng÷íi ph£i quen E. Vªy C v  D khæng thº quen nhau.

53. H¢y v³ mët sì �ç cho mët vòng câ 5 th nh phè giúa c¡c th nh phè câ thº câ c¡c �÷íng
nèi vîi nhau.

a) Tø c¡c th nh phè l¦n l÷ñt câ 1, 2, 2, 3, 4 con �÷íng xu§t ph¡t. Câ bao nhi¶u con �÷íng
tr¶n b£n �ç?

b) Tø c¡c th nh phè l¦n l÷ñt câ 1, 2, 2, 3, 3 con �÷íng xu§t ph¡t. Câ bao nhi¶u con �÷íng
tr¶n b£n �ç?

54. Trong mët hëi 9 ng÷íi �·u câ ½t nh§t mët ng÷íi câ sè ng÷íi quen l  sè ch®n − �i·u n y
câ �óng khæng?

�S: �óng.

55. Câ hay khæng mët hëi 10 ng÷íi m  sè ng÷íi quen cõa hå l :

a) 4, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3;

b) 9, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 2, 0;

c) 9, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 2, 2;

d) 9, 9, 9, 8, 8, 8, 7, 6, 4, 4;

�S: a) khæng, b) khæng, c) câ.

56. Trong mët nhâm câ mët sè ng÷íi b­t tay nhau. Häi câ luæn t¼m �÷ñc hai ng÷íi câ sè c¡i
b­t tay b¬ng nhau?

�S: �óng (dirichlet)

57. a) Trong mët hëi ng÷íi ta chìi vîi nhau mët sè v¡n cí. B§t k¼ hai ng÷íi n o ch¿ chìi
vîi nhau khæng qu¡ mët v¡n. Chùng minh r¬ng luæn tçn t¤i hai ng÷íi câ sè ng÷íi �§u
cí vîi hå b¬ng nhau.

b) �i·u kh¯ng �ành cán �óng khæng n¸u cho ph²p hai ng÷íi �÷ñc �§u vîi nhau sè v¡n tòy
th½ch?

HD: tham kh£o B i 6.

58. Trong buêi d¤ hëi câ 4 ch ng trai v  4 cæ g¡i tham dü - c¡c ch ng trai nh£y �æi vîi c¡c
cæ g¡i. Ng÷íi ta häi c¡c cæ g¡i �¢ nh£y vîi bao nhi¶u ch ng trai. C¥u tr£ líi l  3, 1, 2, 2. Công
c¥u häi �â vîi c¡c ch ng trai: 2, 2, 3, 2. H¢y ch¿ ra r¬ng câ mët ng÷íi n o khæng nâi thªt.

HD: Têng c¡c bªc cõa c¡c �¿nh cõa �ç thà l´ − væ lþ.
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59. a) Trong buêi d¤ hëi câ 21 ch ng trai v  21 cæ g¡i tham dü. T§t c£ c¡c ch ng trai nh£y
vîi 4 ho°c 2 cæ g¡i, trø mët ng÷íi �¢ nh£y vîi 6 cæ. Häi kh£ n«ng c¡c cæ g¡i méi ng÷íi
nh£y vîi 3 ho°c 5 ch ng trai câ thº khæng?

b) Mët hëi câ 21 ng÷íi, t§t c£ �·u vi¸t th÷ cho 2 ho°c 4 ng÷íi kh¡c, trø mët ng÷íi �¢ vi¸t
cho 6 ng÷íi kh¡c. Häi câ x£y ra kh£ n«ng méi ng÷íi nhªn �÷ñc 3 ho°c 5 l¡ th÷?

HD. a) Sè l¦n nh£y cõa c¡c b¤n nam l  sè ch®n, sè l¦n nh£y cõa c¡c b¤n nú l´ − khæng thº.
b) Sè th÷ gûi �i l  sè ch®n, sè th÷ nhªn �÷ñc l  sè l´ − væ lþ.

60. H¢y v³ c¡c �ç thà sau n¸u câ thº khi bªc cõa c¡c �¿nh l :
a) 1, 2, 3, 4, 5, 6 b) 5, 5, 5, 6, 6, 6, 7, 7, 7

61. Tr¶n h¼nh v³ l  sì �ç c¡c l ng v  giúa chóng l  c¡c con �÷íng giao thæng. Bi¸t r¬ng vòng
n y câ 2 tuy¸n xe bus l¦n l÷ñt qua c¡c �àa danh:
Tuy¸n I : C, E, F, B. Tuy¸n 2: F, C, A, D.

Tr¶n méi tuy¸n c¡c �àa danh �÷ñc ghi theo thù tü giao thæng tr¶n �÷íng. H¢y ghi c¡c �àa
danh A t÷ìng ùng tr¶n b£n �ç a) ri¶ng , v  b) ri¶ng.

62. Câ 5 c°p vñ chçng g°p nhau. Vîi nhúng ng÷íi ch÷a quen bi¸t, hå b­t tay nhau tü giîi
thi»u. Trong búa ti»c chõ nh  häi t§t c£ måi ng÷íi �¢ b­t tay vîi bao nhi¶u ng÷íi v  nhªn
�÷ñc c¡c con sè kh¡c nhau. Häi vñ æng ta �¢ b­t tay vîi bao nhi¶u ng÷íi? V  chõ nh  �¢ b­t
tay vîi bao nhi¶u ng÷íi?

HD. H¢y ch¿ ra r¬ng trong mët gia �¼nh sè l¦n �i l m quen l  khæng �êi (8+0), (7+1), ..., (4+4).
tø �â suy ra ch¿ câ c°p (4 + 4) l  chõ gia �¼nh.

63. Câ 21 b¤n håc sinh tham gia mët cuëc g°p gï. Ng÷íi ta l¦n l÷ñt häi tøng ng÷íi câ bao
nhi¶u b¤n còng lîp câ m°t ð �¥y hæm nay? Trong 13 ng÷íi tr£ líi �¦u ti¶n câ n«m b¤n nâi 3,
t¡m b¤n nâi 4. Häi c¡c b¤n cán l¤i méi ng÷íi câ bao nhi¶u b¤n còng lîp câ m°t, n¸u bi¸t r¬ng
t§t c£ �·u câ ½t nh§t mët b¤n còng lîp tham dü?

64. Câ mët nhâm 10 ng÷íi. Bi¸t r¬ng t§t c£ méi ng÷íi �·u quen ½t nh§t 7 ng÷íi kh¡c. H¢y ch¿
ra r¬ng cù b§t ký 3 ng÷íi trong hëi �·u câ ng÷íi quen chung. Câ thº têng qu¡t hâa b i to¡n
�÷ñc khæng? H¢y dòng �ç thà �º di¹n �¤t b i to¡n têng qu¡t.

HD. Ta chån ra b§t k¼ 3 ng÷íi A,B,C. Ng÷íi A v  B ngo i nhúng ng÷íi trong nhâm A,B,C cán
câ ½t nh§t 3 ng÷íi b¤n chung. Ba ng÷íi n y s³ câ mët ng÷íi quen C v  v¼ vªy quen c£ nhâm
A,B,C.

65. H¢y v³ b¬ng mët n²t c¡c h¼nh sau, méi �÷íng ch¿ �÷ñc �i qua 1 l¦n, c¡c �÷íng �¢ v³ câ
thº c­t nhau.
H¢y k½ hi»u �iºm b­t �¦u v  �iºm k¸t thóc. (Câ mët sè h¼nh khæng câ líi gi£i).
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66. Tr¶n h¼nh l  l÷îi æ vuæng 3x3. H¢y x¸p l¤i h¼nh b¬ng:

a) T¡m �o¤n ch¿ �ë d i 3;

b) Bèn �o¤n ch¿ �ë d i 6;

c) S¡u �o¤n ch¿ �ë d i 4;

d) Ba �o¤n ch¿ �ë d i 8 cm.

Khæng �÷ñc c­t c¡c �o¤n ch¿.

67. Tr¶n b n cí �°t c¡c qu¥n cí sao cho tr¶n méi h ng v  méi cët câ:
a) �óng ... b) �t nh§t ...
hai qu¥n cí. Chóng ta câ thº ch­c ch­n r¬ng trong tr÷íng hñp n y câ thº l§y ra v i qu¥n cí
sao cho tr¶n b n méi h ng v  méi cët cán �óng mët qu¥n cí?

68. Câ mët bë domino. C¡c qu¥n �÷ñc ghi c¡c sè 0, 1, 2, ..., 10 méi qu¥n 2 sè. Bë domino cõa
chóng ta ho n to n �¦y �õ, tùc l  tø nhúng sè tr¶n t¤o ra mët c°p sè b§t k¼ th¼ câ �óng mët
qu¥n domino ghi hai sè �â.

a) Câ thº x¸p nhi·u nh§t bao nhi¶u qu¥n l¶n b n theo �óng luªt?

b) T¼nh h¼nh thay �êi th¸ n o n¸u c¡c con domino �÷ñc �¡nh sè tø 0, 1, 2, ..., 9?

69. Câ bao nhi¶u �ç thà 5 �¿nh m  bªc cõa c¡c �¿nh l :
a) 1,2,2, 3,3 b) 1,2,2,2,3.

�S. Khæng câ �ç thà nh÷ vªy.
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70. Ph£i �°t 4 �iºm tr¶n m°t ph¯ng sao cho c¡c kho£ng c¡ch �÷ñc t¤o th nh khæng câ 3 k½ch
th÷îc kh¡c nhau.

HD. Tam gi¡c �·u v  trång t¥m.

71. Ng÷íi ta muèn x¥y düng mët h» thèng �÷íng bay giúa c¡c th nh phè lîn sao cho tø mët
th nh phè câ khæng qu¡ 3 tuy¸n bay xu§t ph¡t �i th nh phè kh¡c, nh÷ng ch¿ c¦n khæng qu¡
mët l¦n chuyºn tuy¸n bay l  câ thº �¸n b§t k¼ th nh phè n o kh¡c. Häi sè th nh phè lîn nh§t
�º câ thº tê chùc mët m¤ng l÷îi c¡c �÷íng bay nh÷ vªy?

72. Ð mët vòng kia câ 16 l¢nh chóa, méi l¢nh chóa ch¿ háa ho¢n vîi 3 l¢nh chóa kh¡c cán thò
�àch vîi t§t c£ c¡c ng÷íi cán l¤i. Ð mët vòng c¤nh �â câ 8 l¢nh chóa th§y �íi sèng cõa d¥n ð
vòng thò �àch �íi sèng g°p khâ kh«n, hå câ thº gióp �ï nh÷ng ch¿ vîi �i·u ki»n méi ng÷íi ch¿
�÷ñc gióp 2 ng÷íi kh¡c l  b¤n cõa nhau trong vòng g°p n¤n. Häi câ thº tê chùc vi»c gióp �ï
sao cho t§t c£ c¡c tiºu v÷ìng bà n¤n �·u câ ph¦n trong qu  tø thi»n?

73. H¼nh lªp ph÷ìng l÷îi 2× 2× 2, méi m°t �÷ñc chia th nh 4 h¼nh vuæng con (câ têng cëng
24 h¼nh vuæng con) ng÷íi ta chån b§t k¼ 26 c¤nh cõa c¡c h¼nh vuæng con n y v  sìn chóng
th nh m¦u �ä. Chùng minh r¬ng tçn t¤i mët �÷íng kh²p k½n to n l  c¡c c¤nh m¦u �ä t¤o n¶n.
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74. Ph£i x¥y düng h» thèng �÷íng bay cho 10 th nh phè kh¡c nhau, méi th nh phè câ thº
�¸n th nh phè kh¡c b¬ng c¡ch trüc ti¸p hay �êi tuy¸n. H¢y cho sè �÷íng bay ½t nh§t �º câ thº
thüc hi»n �· ¡n.

�S. C¥y trong �ç thà.

75. Câ 7 nh  thi¶n v«n �ang ngçi tr¶n h nh tinh cõa m¼nh. Méi ng÷íi �·u theo dãi ng÷íi ngçi
g¦n m¼nh nh§t b¬ng èng nhám. Häi câ ai khæng bà theo dãi khæng?

V½ dö:

76. Câ 6 g÷ìm thõ tê chùc mët cuëc thi �§u váng trán. H¢y ch¿ ra r¬ng trong b§t k¼ mët thíi
�iºm n o �·u câ thº t¼m ra 3 ng÷íi ho°c hå ch÷a h· �§u vîi nhau ho°c c£ ba �·u �¢ �å g÷ìm
vîi nhau tøng �æi.

6 B i tªp tü luy»n

77. H¢y cho mët �ìn �ç thà 8 �¿nh 16 c¤nh v  li¶n thæng.

78. H¢y cho mët �ç thà 6 �¿nh khæng li¶n thæng m  bªc cõa c¡c �¿nh �·u b¬ng 2.

79. Mët �ç thà câ c¡c �¿nh l : 2, 3, 4, 6, 8, 9. H¢y nèi hai �¿nh vîi nhau n¸u hai sè câ ×CLN
kh¡c 1. Häi �ç thà câ �ç thà con 4−�¿nh �¦y �õ? Câ chu tr¼nh Euler? Chu tr¼nh Halmilton?

80. H¢y cho v½ dö v· �ìn �ç thà 6 �¿nh 3−�·u.

81. H¢y cho �ç thà 4 �¿nh v  �¯ng c§u vîi ph¦n bò cõa nâ.

82. H¢y ch¿ ra t§t c£ c¡c �ìn �ç thà 3−�¿nh v  khæng �¯ng c§u vîi nhau tøng �æi mët.

83. H¢y cho mët �ç thà 5−�¿nh, khæng câ tam gi¡c v  công khæng câ 3 �iºm cæ lªp.
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84. CMR mët �ç thà �ìn húu h¤n luæn câ 2 �¿nh câ còng bªc. (N¸u khæng cho �i·u ki»n �ìn
kh¯ng �ành s³ khæng �óng − t¼m v½ dö?)

85. Cho 100 �iºm tr¶n m°t ph¯ng, khæng câ ba �iºm n o th¯ng h ng. C¡c �iºm �÷ñc nèi vîi
nhau b¬ng c¡c �o¤n m u xanh ho°c �ä. CMR t¼m �÷ñc 2 �¿nh câ sè c¤nh �ä xu§t ph¡t tø
chóng b¬ng nhau.

86. a) Câ tçn t¤i hay khæng �ç thà 10 �¿nh v  c¡c �¿nh câ bªc l  3?

b) Câ tçn t¤i hay khæng �ç thà 11 �¿nh v  c¡c �¿nh câ bªc l  3?

87. Mët �ç thà 7−�¿nh 15 c¤nh. Bªc cõa 6 �¿nh l¦n l÷ñt l  3, 3, 4, 5, 5, 5. Häi c¤nh thù 7 câ bªc
b¬ng bao nhi¶u?

88. Ng÷íi ta li»t k¶ − 5 kh£ n«ng − c¡c bªc cõa mët �ìn �ç thà 5−�¿nh trong câ tr÷íng hñp
khæng thäa m¢n. H¢y ch¿ ra 1 (ho°c c¡c) kh£ n«ng khæng thº �â?
(A) 1, 1, 1, 1, 0 (B) 2, 2, 2, 2, 2 (C) 3, 3, 3, 3, 3 (D) 2, 2, 3, 3, 4 (E)
2, 2, 2, 4, 4

89. Câ 5 h nh kh¡ch tr¶n mët xe bus. Hå �·u v· ga cuèi. L¡i xe vui v´ häi tøng ng÷íi: Tr¶n
xe hå quen bi¸t bao nhi¶u h nh kh¡ch? C¡c c¥u tr£ líi l¦n l÷ñt l : 1, 2, 3, 6, 5, 3, 1. L¡i xe ph¡t
hi»n ra ngay câ hai ng÷íi n o �â giªn nhau. T¤i sao vªy?

90. H¼nh v³ d÷îi �¥y biºu thà m°t b¬ng cõa mæt c«n nh  vîi c¡c buçng v  cûa �i. Li»u câ thº
�i li¶n töc qua méi cûa mët l¦n v  ch¿ mët l¦n �÷ñc khæng?

7 B i kiºm tra

91. H¢y v³ mët b£n �ç câ 5 th nh phè, giúa c¡c th nh phè l  �÷íng �i. Tø méi th nh phè câ
2, 2, 3, 3, 4 �÷íng. Câ bao nhi¶u �÷íng tr¶n b£n �ç?

92. Trong mët �¶m d¤ hëi câ 5 ch ng trai v  4 cæ g¡i tham gia. Ng÷íi ta häi c¡c cæ g¡i �¢
khi¶u vô vîi bao nhi¶u ch ng trai. C¡c c¥u tr£ líi l  3, 3, 2, 2. Ng÷íi ta công häi c¡c ch ng trai
�¢ khi¶u vô vîi bao nhi¶u cæ g¡i. Bèn b¤n tr£ líi: 1, 1, 2, 3. Häi ch ng trai thù 5 �¢ khi¶u vô
vîi bao nhi¶u cæ g¡i?

93. Câ bao nhi¶u �ç thà �ìn câ 5 �¿nh v  3 c¤nh (c¡c �ç thà �çng c§u khæng t½nh l  kh¡c
nhau)?

94. Mët �ç thà l  h¼nh lªp ph÷ìng. Häi �÷íng d i nh§t trong �ç thà n y l  bao nhi¶u?

�S: 7.

31



Sigma - MATHS

95. Li»u câ thº câ khæng mët hëi m  trong �â méi ng÷íi câ �óng 6 ng÷íi quen v  b§t k¼ hai
ng÷íi n o �·u câ 2 b¤n chung?

96. Xung quanh qu£ �§t câ 36 v» tinh nh¥n t¤o quay xung quanh. H¢y ch¿ ra r¬ng b§t k¼ lóc
n o công câ mët và tr½ tr¶n tr¡i �§t sao cho tø �â ch¿ th§y khæng qu¡ 18 v» tinh.

97. Mët hëi câ 13 ng÷íi. N¸u méi ng÷íi �·u quen ½t nh§t x ng÷íi, th¼ b§t k¼ 3 ng÷íi n o �·u
câ mët ng÷íi quen chung. T¼m gi¡ trà x nhä nh§t �º kh¯ng �ành l  �óng.

�S: 9.

98. Ng÷íi ta x¥y �üng m¤ng l÷îi thæng tin trüc tuy¸n cho 10 l ng. Méi �÷íng d¥y nèi hai l ng
vîi nhau. Giúa hai l ng khæng câ qu¡ mët �÷íng d¥y. N¸u �¢ x¥y düng xong x �÷íng d¥y th¼
câ thº trüc ti¸p ho°c gi¡n ti¸p b¬ng c¡ch nèi c¡c �÷íng d¥y vîi nhau �º câ thº li¶n l¤c hai �àa
danh b§t k¼. Häi ½t nh§t x l  bao nhi¶u �º ch­c ch­n kh¯ng �ành l  �óng ?

�S: 37.

99. Mët �ìn �ç thà 6 �¿nh, bªc cõa c¡c �¿nh l  1, 1, 1, 2, 3, 4. M»nh �· n o sai?

A) �ç thà li¶n thæng;

C) Trong �ç thà câ �÷íng �ë d i 4;

E) �¿nh bªc 3 v  d¿nh bªc 4 l  li·n k·.

B) �ç thà chùa chu tr¼nh;

D) �ç thà l  l÷ïng ph¥n;

100. Mët �ìn �ç thà 6 �¿nh, bªc cõa c¡c �¿nh l  3 (3-�·u). �t nh§t câ bao nhi¶u tam gi¡c câ
trong �ç thà?
A) 0 B) 1 C) 2 D) 3 E) 4

101. Trong mët nhâm 21 ng÷íi, méi ng÷íi vi¸t th÷ cho ba ho°c 4 ng÷íi kh¡c, ngo¤i trø mët
ng÷íi vi¸t cho 6 ng÷íi kh¡c. Li»u câ kh£ n«ng méi ng÷íi nhªn �÷ñc x ho°c y l¡ th÷?

A) x = 3; y = 2;

C) x = 4; y = 6;

E) x = 1; y = 5.

B) x = 3; y = 5;

D) x = 4; y = 3;

102. Trong nhâm 9 ng÷íi, måi ng÷íi ghi l¶n m£nh gi§y câ bao nhi¶u ng÷íi quen trong sè
nhúng ng÷íi câ m°t. Sü quen bi¸t l  t÷ìng hé. Häi tr¶n tí gi§y n o câ c¥u tr£ líi ch­c ch­n
�óng trong 9 sè �÷ñc ghi tr¶n gi§y?

A) Trong �â câ sè 4;

B) Câ sè ch®n;

C) Câ hai sè nguy¶n tè cung nhau;

D) Giúa c¡c sè khæng thº câ nhi¶u hìn 2 sè 8;

E) Trung b¼nh cõa c¡c sè l  sè nguy¶n.

103. Trong mët nhâm ng÷íi câ mët v i ng÷íi b­t tay nhau. �i·u g¼ ch­c ch­n �óng?
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A) Câ 2 ng÷íi câ sè b­t tay hìn kem nhau 1;

B) Câ ng÷íi b­t tay sè ch®n l¦n;

C) Sè c¡i b­t tay ½t nh§t b¬ng sè ng÷íi cõa nhâm;

D) Câ hai ng÷íi câ sè l¦n b­t tay b¬ng nhau;

E) Câ 3 ng÷íi b­t tay l¨n nhau.

104. Mët tèi d¤ hëi câ 6 nam v  5 nú tham gia. Ng÷íi ta häi c¡c cæ g¡i �¢ nh£y vîi bao nhi¶u
ch ng trai. C¥u tr£ líi l¦n l÷ñt l : a = 3, b = 3, c = 2, d = 2, e = 4. Ng÷íi ta công häi c¡c
ch ng trai �¢ nh£y vîi bao nhi¶u cæ g¡i? Ba ng÷íi tr£ líi 2, ba ng÷íi tr£ líi 3. V· sau ph¡t
hi»n ra câ mët cæ g¡i nâi nh¦m, häi sûa chúa n o sau �¥y �óng?
A) a = 5 B) e = 3 C) c = 4 D) b = 2 E) d = 5

105. C¡c c¤nh cõa mët �ç thà �¦y �õ 6 �¿nh �÷ñc sìn b¬ng ba m¦u. �i·u n o ch­c ch­n �óng?

A) Câ tam gi¡c mët m¦u;

B) Câ mët m u n o �â t¤o th nh mët �ç thà 6−�¿nh li¶n thæng;

C) Tø mët m¦u n o �â câ chu tr¼nh;

D) Xâa �i mët m¦u �ç thà cán l¤i li¶n thæng;

E) Câ 7 c¤nh còng m u.

106. Ng÷íi ta muèn l m mët c¡i khung cõa mët h¼nh lªp ph÷ìng b¬ng sñi th²p con. Cuèi cõa
c¡c d¥y th²p g°p nhau ð c¡c �¿nh v  �÷ñc giú ch°t t¤i �â. Khæng �÷ñc c­t c¡c d¥y. Häi ph£i
c¦n mët bë d¥y th²p th¸ n o �º thüc hi»n cæng vi»c?

A) 2 �o¤n d¥y �ë d i 6;

C) 1 �o¤n d¥y �ë d i 12;

E) 4 �o¤n d¥y �ë d i 3.

B) 3 �o¤n d¥y �ë d i 4;

D) Mët �o¤n �ë d i 6 v  mët �o¤n 8;

107. N¸u mët �ìn �ç thà câ x �¿nh khæng câ chu tr¼nh th¼ trong �ç thà bò cõa nâ ch­c ch­n
tçn t¤i chu tr¼nh. H¢y t¼m gi¡ trà nhä nh§t cõa x �º m»nh �· n y �óng.
A) 3 B) 4 C) 5 D) 6 E) 7.

108. Trong buêi g°p m°t câ 11 b¤n tham gia. Ng÷íi ta häi tøng ng÷íi câ bao nhi¶u b¤n còng
lîp tham gia? Trong 8 c¥u tr£ líi �¦u câ s¡u ng÷íi nâi 2, hai ng÷íi nâi 4. Bi¸t r¬ng méi håc
sinh �·u câ ½t nh§t mët ng÷íi còng lîp công tham dü. Häi 3 b¤n cuèi còng tr£ líi th¸ n o?
A) 4, 2, 2 B) 3, 3, 3 C) 4, 4, 4 D) 4, 4, 2 E) 2, 2, 2
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8 Têng hñp ki¸n thùc

�ç thà: �÷ñc t¤o th nh tø c¡c �¿nh v  mët sè c¤nh nèi mët sè c°p �¿nh vîi nhau.

Bªc cõa �¿nh: l  sè c¤nh xu§t ph¡t tø �¿nh �â.

�ç thà húu h¤n n¸u c¡c �¿nh cõa nâ l  húu h¤n.

�iºm cæ lªp: n¸u tø nâ khæng câ c¤nh xu§t ph¡t.

Váng hay Xuy¶n: l  c¤nh câ �¿nh �¦u v  cuèi tròng nhau.

�ìn �ç thà l  �ç thà khæng câ c¤nh song song v  khæng chùa c¤nh váng.

�ç thà �¦y �õ l  �ìn �ç thà m  b§t k¼ hai �¿nh kh¡c nhau �·u �÷ñc nèi vîi nhau b¬ng mët
c¤nh.

Graph �·u ( k−�·u) n¸u bªc cõa c¡c c¤nh �·u b¬ng nhau (v  b¬ng k).

Graph li¶n thæng: n¸u tø b§t k¼ �iºm n y câ thº �i �¸n b§t k¼ �iºm kh¡c b¬ng c¡c c¤nh.

Graph con l  graph câ c¡c �¿nh v  c¡c c¤nh nhªn �÷ñc tø graph �mµ�.

Complement graph ( �ç thà bò) l  hai �ìn �ç thà câ chung c¡c �¿nh, c¡c c¤nh ri¶ng bi»t
v  hñp cõa chóng l  �ç thà �¦y �õ hay nâi mët c¡ch kh¡c: tø �ç thà �¦y �õ xâa �i mët sè c¤nh
th¼ cán l¤i l  �ç thà ph¦n bò.

Chu tr¼nh Euler: L  mët �÷íng �i kh²p k½n sao cho t§t c£ c¡c c¤nh �÷ñc �i qua �óng mët l¦n.

Chu tr¼nh Hamilton: l  mët �÷íng �i kh²p k½n sao cho t¥t c£ c¡c �¿nh �÷ñc �i qua �óng
mët l¦n (trø �iºm quay l¤i).

Isomorph (�¯ng c§u). Hai �ç thà húu h¤n G v  G' �÷ñc gåi l  �¯ng c§u n¸u c¡c �¿nh cõa
chóng �÷ñc �¡nh sè l¦n l÷ñt tø 1, 2, 3,...,n sao cho n¸u tø hai �¿nh i v  j câ c¤nh nèi nhau
trong G, th¼ trong G' hai �¿nh i v  j t÷ìng ùng công �÷ñc nèi vîi nhau v  ng÷ñc l¤i n¸u trong
G khæng �÷ñc nèi th¼ trong G' công khæng.

C¡c �ành lþ �ìn gi£n v  phê döng

1. Trong t§t c£ c¡c graph têng cõa c¡c bªc �¿nh l  sè ch®n.

2. Trong t§t c£ c¡c graph sè c¡c �¿nh câ bªc l  mët sè ch®n.

3. Mët �ç thà ½t nh§t hai �¿nh, th¼ luæn tçn t¤i hai �¿nh câ bªc b¬ng nhau.
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4. �ç thà �¦y �õ n �¿nh câ sè c¤nh b¬ng
n(n− 1)

2
.

5. Ho°c �ç thà ho°c ph¦n bò cõa �ç thà l  li¶n thæng.

6. Trong �ç thà l÷ïng ph¥n khæng chùa chu tr¼nh (váng trán) l´.

�inh lþ Euler:

− Mët �ç thà li¶n thæng câ chu tr¼nh Euler khi v  ch¿ khi bªc cõa c¡c �¿nh l  sè ch®n.

− Mët �ç thà li¶n thæng câ �÷íng �i Euler khi v  ch¿ khi câ 2 �¿nh câ bªc l´ v  c¡c �¿nh
kh¡c câ bªc l  sè ch®n.

�ành Lþ (Dirac). N¸u �ìn �ç thà n − �¿nh câ bªc cõa c¡c �¿nh ½t nh§t b¬ng
n

2
th¼ �ç thà câ

chu tr¼nh Hamilton.
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