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1 Bai toan mé dau

1. Bai toan bay cay cau Euler, con goi l1a Bay cau & Kénigsberg nay sinh tit noi chdn
cu thé. Thanh phd Kénigsberg, Ditc (nay 1 Kaliningrad, Nga) niim trén song Pregel, bao gdm
hai hon dao 16n nbi v6i nhau va véi dat lién bdi bay cay cau. Bai toan duge dat ra 1 tim mot
tuyén dudng di qua mdi cay cAu mot 1an va chi diing mot 1an (bat ké diém xuit phat hay diém
t61).

N#am 1736, Leonhard Euler dd chitng minh ring bai toan nay 1a khong thuc hien duge. Két
qua nay la co sé phat trién cla 1y thuyét do thi vi tao co s6 cho t6 pd hoc.
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2 Cac bai toan c6 thé giai biang graph

1. Trong mot budi da hoi c6 21 ngudi tham gia. Mot s6 ngudi da quen biét nhau, mot s6 ngusi
chua. Hay chi ra ring luon luon c¢6 hai ngudi ¢6 s6 ngudi quen biét bing nhau (quen biét 1a hai
chiéu).

2. Hay chi ra riang tit 6 nguoi luon chon duge 3 ngudi sao cho ho hodc quen biét 1an nhau hoic
khong ai quen ai.

3. Nguoi ta hoi mot s6 nguoi trong mot nhém mdi ngudi c6 bao nhiéu ngusi quen biét. Trong
cac tra 10i sau cac truong hdp nao c6 ngudi noéi doi?

a) 1,2,2,3,5,5 ¢) 3,3,3,3,5,6,6,6
b) 5,5,5,6,6,6,7,7,7 d) 1,1,3,3,3,3,5,6,8,9

4. Vo chéng nha Graphic t6 chic lien hoan. Ho mai 4 cip vg chong khac tham du. Khi khach
dén nhimg nguoi da quen nhau tit truée déu bat tay nhau (tt nhién véi khach la ho déu
nghiéng minh rat lich sy va kidu cach). Ba Graphic nhan thiy mot didu thi vi ring trong chin
ngudi kia moéi ngudi déu cé sb cai bit tay khac nhau. Ba ta ben ra bai todn cho moi ngudi trude
khi nang ly rugu do:

— Hay vé graph clia cdc céi bit tay hom d6? Ong Graphic bt tay véi miy ngudi?

5. Ba cip vg chdng to chic tiec vui. Mdi ngudi déu dén vao thoi diem khéac nhau. Khi dén méi
ho déu bat tay v6i ngudi dén trude tat nhien ngoai vg hodc chong minh (hon nhau). Khi ¢ 6
ngudi dén dit ba Graphic hoi tat cd moi ngudi: Mdi nguoi da chi dong chia bat tay ngudi khac
(khi dén) bao nhieu 1an? Va ki la thay mdi nguoi 6 mot s6 khac nhau! Hoi ba Graphic dén khi
ndo? Va tat nhién do thi nay phai vé thé nao?

6. Trong gidi vo dich béng ban ¢6 9 ngudi tham gia. Khong ¢6 tran hoa, mdi ngusi giap ngudi
khac dtng mot 1an. Hai nguoi dau véi nhau khi ¢6 thoi gian. Két qua cac tran dau dude ghi
cong khai trén bang thong tin.

a) C6 bao nhieu tran dau trong giai?
b) CMR bét ki khi nao nhin len bang déu tim duge 2 ngudi ¢6 s6 tran da choi bang nhau.

¢) Hom thit 2 tren bang thong bao da c6 két qua 10 tran ddu. CMR ¢6 ngudi da choi it nhat
van thi ba.

7. Trong ba 16p hoc mdi 16p ¢6 30 hoc sinh. Méi hoc sinh tit mot 16p déu ¢6 31 ngudi ban tir
hai 16p kia. CMR c6 thé chon ra tit mdi 16p 1 hoc sinh sao cho ci ba ban quen nhau.
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8. Tréen mat phing cho 6 diém 13 dinh ctia mot luc gidc déu, trong luc gidc cho thém 6 diém
khac sao cho trong 12 diém khong 3 diém nio thing hang. Anh vi Em tham gia mot tro chai,
ho 1an lugt néi hai didm chua dude ndi véi nhau sao cho céc doan thing khong dude cit nhau
(ngoai trit dinh xut phat). Nguoi thua 1a nguoi khong vé tiép duge. Em bit dau cuoc choi.
Hoi ai ¢6 chién thuat thing tran?

9. C6 17 nha Graph hoc gii thu cho nhau vé ba dé tai toan roi rac. CMR tim duge 3 nha toan
hoc dang ban luan vé cling mot van dé chung.

10. Trong mot cudc gap mat ¢6 10 nguoi. Cit bat ki 3 ngudi nao thi ¢6 2 nguoi bit tay nhau.
CMR tim dugc 4 nguoi da bit tay véi nhau.

11. Cho 6 diém bat ki sao cho khodng cich giita ching khéc nhau ting doi mot. Trong mbi
tam giac ta ghi canh dai nhat ki hieu d va r cho canh ngin nhat (dai - ngdn). CMR ¢6 doan
thang dugc ghi ca 2 ki hieu d va r.

12. C6 thé cho hay khong 6 s6 sao cho cit bat ky 3 s6 nao trong chiing thi ¢6 2 sd nguyen t6
cung nhau va 2 s6 khac thi khong?

13. Ménh dé sau dtung hay sai: Trong 6 s6 vo ti luon c¢6 3 s6 ma bat ki 2 s6 ndo tit d6 déu c6
téng 1a s6 vo ti?

14. (Tom tat DO thi).

a) Dinh va canh tén thudng dung bing tiéng Anh 1 gi?

O

dinh canh canh vong

cic canh song song
(khuyén) : .

b) D6 thi nao hinh sao, don do thi, da do thi?

N, K
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¢) Néu tén va tinh chat dic trung cia cac hinh sau:

d) Ten chung ctia cdc do thi sau:

K3
e) Ten cua cac do thi sau:
C; C4
f) Ten cta cac do thi sau:
Wi W,

K4 Ks
Cs Cs
W5 W;
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g) Hay néu tén va tinh chit clia cac do thi sau:

111

110
10 11 100 {
0 1
Q1 ﬂ{] D'l 010
Q2 000 001

h) Céac do thi sau ¢6 quan he véi nhau thé ndo?

/

N

O ¥ W@

i) Hay goi tén va néu tinh chat clia cac do thi sau:

L

011
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3 Ly thuyét do thi

3.1 Dinh nghia d6 thi (graph)
3.1.1 Dinh va canh

Do thi (graph) G = (V, E) 1a mot bo gom cac dinh V va cdc canh E, trong d6 V' # () va moi
canh ndi v6i 2 dinh (khong nhat thiét phan biet).

B

C
D

Néu canh e tuong tng véi 2 dinh v, w thi ta n6i v va w 13 2 dinh ké (hay 2 dinh lien két)
v6i nhau. Ky hi¢u e = (v,w) hay e = (w,v) ( hodc viét don gidn hon e = vw, hodic e = wv —
néu khong gay hiéu nham). Canh (v,v) tuong tng vé6i 2 dinh triing nhau goi 13 mot vong hay
khuyén tai v. Hai canh phan biét cung tuong dng véi mot cip dinh duge goi la 2 canh song
song hay canh boi. Do thi khong c¢6 canh song song va ciing khong ¢6 vong duge goi 1a don do
thi. Ngugc lai 1a da do thi.

Ta ¢6 thé hinh dung nhu mot vang que. Cde dinh (déém) la cac lang, cac canh chinh la cdc con
duong noi cac lang vdi nhau. Day 13 mot ban do.

D6 thi ma moi cip dinh ctia n6 déu ké nhau duge goi 14 do thi day di. Don do thi day da bao
gom n dinh duge ky hieu: K,,. Hay néi cach khdc mot ving qué ma lang nao cing cé duong di
truc tiép dén lang khdc, thi day la mot lang qué day di.

D6 thi G' = (V' E’) duge goi 1a mot do thi con cia do thi G = (V,E)néu V' C V; E' C E.
Hién nhien: Mot phan thi thuong hay duge goi la phan con.

Mot do thi ¢6 thé duge biéu dién bang ligt ke, hinh hoc (hinh vé), mot ma tran hay mot bang
$6 (cho nhing nguoi thich triu tuong).

Ngudi ta thuong hién thi hinh hoc clia dd thi nhu sau:

— Cho mbi dinh ctia dd thi bing mot diém (vong tron nho, 6 vuong nho).

— Mot canh duge biéu dién bdi mot dudng (cong hay thang) néi 2 dinh lién thudce véi canh
do.
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Vi du 3.1. D6 thi G ¢6 liet ké: V = {a,b,c,d,e}; E = {ab, ac, ad, bd, cd, ce}. Dugc bicu dién
hinh hoc (v&) nhu sau:

Vi du 3.2. D& thi G ¢6: V = {u,v,z,y}; E = {uv,uv,ux, vz, vy, yy}. Duge biéu didn hinh
hoc nhu sau:

Chi §: Khi biéu dién hinh hoc cac do thi, giao clia cdc canh chua chic 14 dinh ctia do thi
(duong trén cao va duong ngam cé gdp nhau dau).
3.1.2 Bac cia dinh trong d6 thi

Dinh nghia: Dinh v ctia d6 thi G duge goi 1 ¢6 bac n néu v ké v6i n dinh khac (v 1a dau miat

cfia n canh). Ky hieu: deg(v) hay d(v). (Y nghia: T mét lang cé bao nhiéu duong zudt phdt).
— MBbi vong (khuyén) tai v dugce ké 1a 2 canh t6i v (lang cé duong vanh dai).
— Dinh ¢6 bac 0 goi 1a dinh o lap.
— Dinh ¢6 bac 1 goi 1a dinh treo (pendant vertex) — (dinh doc dao).
— Dinh ma dudce ndi véi tit ca cac dinh khac thi dude goi 1a dinh day du.
— Canh t6i dinh treo goi la canh treo (pendant edge) — (duong doc dao).

— D6 thi ma moi dinh déu 1a dinh ¢o lap goi la do6 thi réng (null graph).
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Vi du 3.3. Cho do thi sau:

@ :

a b c d

Ta c6: deg(a) = 4; deg(b) = 5; deg(c) = 4; deg(d) = 0; deg(e) = 1; deg(f) = 4; deg(g) = 4...
Dinh 1y 3.4. Trong moi do thi G = (V, E), tong s6 bac cia cic dinh cia G bing 2 lan s6 canh.

Chidng minh. M6i canh thi ¢6 hai dinh. ]
Heé qua: Trong moi do thi G = (V, E), ta co:

1. S6 cac dinh bac 1é ctia mot do thi 13 mot sé chan.

2. Téng bac clia cac dinh bac 18 trong mot do thi la mot sé chin.

Dinh ly 3.5. Trong don do thi G = (V, E), néu |V| > 2 thi ton tai it nhat hai dinh cing bac.

Dinh 1y 3.6. Trong don do thi G = (V,E), |V| > 2 ¢6 ding hai dinh cung bac thi hai dinh
nay khong thé dong thoi ¢é bac 0 hodc bac n — 1.

Hai dinh 1y nay c6 st dung sy d6i ngau: Khong c6 gi ca <> C6 tat ca.

Minh hoa dung do thi chitng minh bai todn.

Vi du 3.7. Chiing minh ring trong mot cudc hop tiy ¥ ¢6 it nhat 2 dai biéu tham gia trd lén,

luon luon c6 it nhat hai dai biéu ma ho c6 s6 ngudi quen bing nhau trong cac dai biéu da dén

du hop.

Chitng minh. Bude 1: Xay dung do thi G = (V, F) mo ta day du cac thong tin ctia bai todn:
+ Dinh: D6i tuong ctia bai toan & day 1a dai biéu duy hop. Vay, mdi dinh v € V biéu dién

cho mot dai biéu trong cudoc hop.

+ Canh: Trong dd thi G cdc dinh v; va v; duge néi véi nhau bang mot canh néu hai dai
biéu v; va v; quen nhau. Vay, mbi quan hé giita 2 d6i tugng & day 1a mdi quan h¢ quen
biét. M&i canh ndi 2 dinh v; va v; trong G néu hai dai biéu v; va v; quen nhau.

Budc 2: Suy luan dé suy ra diéu can ching minh:

+ Véi cach xay dung do thi G nhu da trinh bay thi s6 dinh ctia G chinh Ia s6 dai bidu dén
dy hop |V| > 2 v& bac clia m&i dinh trong G biing diing s6 dai biéu quen véi dai biéu
dugce biéu dién bang dinh nay.

+ Theo dinh 1§ 2, ta ¢6 trong G ton tai it nhat 02 dinh ¢6 ciing bac nghia 1a luon luon c6 it
nhat hai dai biéu ma ho ¢6 s6 ngudi quen bing nhau trong cac dai biéu da dén du hop.

]

Vi du 3.8. Chitng minh ring s6 ngudi ma mdi nguoi da c¢6 mot s6 1& 1an bit tay nhau trén
trai dat nay 13 mot con s6 chén.

HD: S6 nguoi trén trai dat 1a hittu han. Khong tinh truong hop tu bat tay.

8
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3.1.3 Mot sé do thi dic biét.

a) Db thi diy di.

Dinh nghia: Do thi day di (Complete graph), ky hieu: K, 1a mot don do thi bao gom n dinh
ma moi dinh déu ¢6 bac n — 1 (mdi dinh déu ndi vé6i n — 1 dinh con lai).

N6i cach khac, mot don do thi c6 cac dinh 13 ké nhau duge goi 1a do thi day du.

Vi du 3.9.

K1 K,

b) Do thi vong
Dinh nghia: Do thi vong k¥ higu: C,,, n > 3 1a mot do thi vdi n dinh vy, vs, ..., v, VA cdc canh
V1V9, V20Vs, ..., UyV1.

AN ]

CE {34 C 5 CE

Vay C,, ¢o:
+ S6 dinh: |[V|=n>2
+ Bac cia tat ca cac dinh bang 2;
+ Sb canh bang n.

c) D6 thi hinh banh xe
Dinh nghia: Néu them mot dinh vao do thi vong C,, (n > 3) v ndi dinh nay véi n dinh clia
C,, thi ta duge do thi hinh banh xe (Wheel graph), ky hieu: W,.

AN

W3 W 4 W5 WB

d) Db thi déu
Dinh nghia: Mot do thi déu (Regular graph) 1a do thi ma moi dinh déu ¢6 cung bac. Néu do
thi G ¢6 cac dinh c6 cling bac k thi duge goi 1a k—déu, hay con goi 1a do thi déu bac k.

Vidu 3.10.  + Do thi réng gom n dinh 13 d6 thi déu bac 0.

9



3.1 Dinh nghia do thi (graph)
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+ O, 1a do thi déu bac 2.

+ K, la do thi déu bac (n — 1).

+ D6 thi 3—déu 6 dinh:

+ D6 thi 3—déu 8 dinh:

Pe

+ D6 thi déu bac 3: do thi Petersen (do thi déu bac 3).

Vay do thi k—déu n dinh cé:

+ S6 dinh: n.

+ Bac clia tat ca cac dinh bang k.

. -k
+ S0 canh: nT

e) Cac khbi n—lap phuong

Céc khdi n—lap phuong (n—cube graph), ky hicu: Q,, 14 cac do thi ¢6 2™ dinh, mdi dinh duge
biéu dién bing mot day sé nhi phan véi do dai n. Hai dinh 13 lién ké néu va chi néu céc day
nhi phan biéu dién ching chi khac nhau ding 1 bit (diy nhi phan do dai n 1a diy chi chia n

chit s6 0 va 1).

10
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Vi du 3.11.

110 111

10 11 100 101

010 011

0on 001

Vay @Q,, co:

+ S6 dinh: 2"

+ Bac cta cac dinh: n
+ S& canh: n - 271

f. Do thi bu
Hai don do thi G va G’ dugc goi 1a bt véi nhau néu chiing c¢6 chung cac dinh, canh ndo thuoc
G thi khong thuoc G’ va ngugc lai.

Vi du 3.12. Do thi vd phan bl clia né:

g) D6 thi luéng phan

Mot do thi G duge goi 14 dd thi ludng phan (bipartie graph hay con goi matching graph = do
thi két doi) néu tap hgp cac dinh V ctia G ¢6 thé phan thanh 2 tap hgp khong réng Vi va Vs,
Vi NV, =0 sao cho mdi canh ctia G ndéi mot dinh ctia V; véi mot dinh cta Vs.

11



3.1 Dinh nghia do thi (graph) Sigma - MATHS

Vi du 3.13.

Mot do thi luong phan ma mdi dinh ctia V4 (¢6 m dinh) déu ké v6i moi dinh ctia V5 (¢6 n dinh),
dugc goi 1a mot do thi ludng phan day du, ky hieu: K, ..

Vi du 3.14.

= o

15

K3 1a khong phai 1a do thi ludng phan vi néu ta chia cac dinh ctia n6 thanh 2 phan rdi nhau
thi mot trong 2 phan nay phai chita 2 dinh. Néu do6 thi 14 ludng phan thi cdc dinh nay khong
thé ndéi v6i nhau bing mot canh. Nhung trong K5 mdi dinh duge néi véi dinh khac bing mot
canh.

3.1.4 Su dang ciu cua cic dd thi

Dinh nghia: Hai do thi hitu han G, va G5 dudc goi 1a ding cau néu cac dinh clia ching dudc
danh s6 lan lugt tir 1,2, 3, ...;n sao cho néu tit hai dinh i v& j ¢c6 canh ndi nhau trong G4, thi
trong G hai dinh i vA j tuong tng ciing duge ndi véi nhau vd nguge lai néu trong G; khong
duge ndi thi trong Gy ciing khong.

Chii y: Néu 2 do thi G, va G5 1a ding cau thi ching co:
+ S6 dinh bang nhau.
+ S6 canh biang nhau.
+ Hai dinh tuong ttng c6 cting bac.

Day la cac diéu kién can dé hai do thi 13 ding ciu.

12



3.1 Dinh nghia do thi (graph) Sigma - MATHS

Dé chiing minh hai do thi ding ciu ta cin:
+ Ching minh diéu kién can théa méan.

+ Xay dyng mot song anh bio toan quan hé lién ké gitta hai dd thi (diéu kien da dé hai do
thi ding cau).

Vi du 3.15. Chitng minh ring hai do thi sau la ding ciu v6i nhau:

U us Vi Vo

Uy Usy Vi V4
G=(V,E) H=(W,F)

Xét dieu kién can:
+ Hai do thi G va H déu c6 4 dinh,
+ Hai d6 thi G va H déu ¢6 4 canh,

+ Cé4c dinh cta hai do thi déu c6 bac 2.

Vay diéu kién can théa méan.

Xét dieu kién di:
Xét phép tuong ing f:V - W

U = V1; Uy — Vg3 U3 — Vg Uy —> V3

= f 14 song anh va bdo toan quan heé lién ké, didu kien di théa. Vay hai do thi G va H déng
cau v6i nhau. Mot s6 vi dy khong dang cau:

Vi du 3.16. a) S6 dinh khac nhau:

O

G G'

b) G va H ¢6 cing s6 canh, s6 dinh nhung H ¢6 dinh e’ bac 1, trong khi d6 G khong ¢6 dinh
nao bac 1. Diéu kién can khong théa man = G va H khong ding ciu.

13
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3.2 Do thi c6 huéng (Directed graph)
3.2.1 Dinh nghia

Mot do thi ¢6 huéng G = (V, E) gom tap hop céc dinh V va tap hgp cac canh E bao gom
cac cip sap thit tu cac phan tit cia V. Canh e tuong ting véi mot cdp thit tu (a,b) clia 2 dinh
a,b €V duge goi 1a mot canh c6 hudng tir a dén b. Ky hieu: e = ab. a duoc goi 1a dinh dau, b
duoc goi 1a dinh cudi clia canh e. Dinh dau va dinh cudi cia khuyén (vong) 1a tring nhau.

L ]

3.2.2 Bac cua dinh trong do thi c6 huéng

+) Dinh nghia bac vao: Cho G la do thi ¢6 hudng, bac vao clia dinh v, ky higu: deg™(v) (hoiic
din(v)) 1a s6 canh c¢6 dinh cudi 1a v.

+ Dinh nghia bac ra: Cho G la do thi c6 huéng, bac ra ctia v, ky hieuw: deg*(v) (hay dout(v))
13 6 canh c6 dinh dau 1a v.

Cha y: Mot vong tai mot dinh sé gép thém mot don vi vao bac vao va bac ra cia dinh nay.

Vi du 3.17.

¥
¥
(]

+ Déi vé6i dinh a: din(a) = 0, dout(a) = 3;
+ D6i v6i dinh b: din(b) = 3, dout(b) = 1,

+ D6i v6i dinh c: din(c) = 3; dout(c) = 2;

14



3.3 Tinh lién thong ctia do thi Sigma - MATHS

+ Déi vé6i dinh d: din(d) = 0; dout(d) = 3;
+ D6i v6i dinh e: din(e) = 3; dout(e) = 0.

Dinh 1y 3.18. Cho G = (V, E) la mot do thi cé hudng. Tong bac vao ciia cic dinh bing tong
bic ra va biang so canh cta do thi.

Mot dd thi c6 hudng duge goi 1a can bing (balanced) néu moi dinh ciia n6 déu c¢6 bac

vao va bac ra bang nhau.

Vi du 3.19. C6 mot nhém gom 9 doi bong ban thi dau vong tron mot lugt. Hoi sau khi co
két qua thi dau ctia tat ca cac doi co thé c6 truong hop bat ky doi nao trong 9 doi nay ciing
déu thing dang 5 doi khac trong nhém duge khong? (Luu § trong thi ddu bong ban khong c¢6
tran hoa).

3.3 Tinh lién théng ctia do thi

3.3.1 Duodng di

Dinh nghia: Duong di (path) ¢6 do dai n tit vy dén v, v6i n 1a mot s6 nguyén duong, trong
mot do thi vo huéng la mot day cdc canh lién tiép vovi, v10s, ..., vy_1v,. Dinh vy duge goi la

dinh dau, dinh v, duge goi 1a dinh cudi. Duong di nay thuong duge viét gon: vov,vs...Vp_1Un.
Khi chi can néu ra dinh dau vy v dinh cudi v, ctia duong di, ta viét: duosng di vy — v,,.

Mot duong di khong qua canh nao 1an thit hai duge goi 1a dudng di don gian (dudng di don).
Mot dudng di khong qua dinh nao 1an thit hai duge goi 1 dudng di so cap.
Luu y: Mot dudng di so cap 13 mot duong di don gian nhung mot dudng di don gian c6 thé

khong la duong di s cap).

3.3.2 Chu trinh

Dinh nghia: Mot duong di khép kin (dinh dau = dinh cudi) va ¢6 do dai n > 3 duge goi la
mot chu trinh (Cycle).

Chu trinh khong di qua canh nao lan thi hai dugce goi 1 chu trinh don gian.

Chu trinh khong di qua dinh nao 1an thi hai, trit dinh dau = dinh cudi, duge goi 1a mot chu
trinh so cap.
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3.3 Tinh lién thong ctia do thi Sigma - MATHS

a

b
N
\lt!

— abcdbe 13 mot duong don gian.

— eabdc 13 mot duong di so cap ...

Dinh 1y 3.20. Cho G = (V, E) la mot do thi vo hudng c¢6 |V| > 3 va vdi moiv € V ¢é d(v) > 2
thi trong G luon ton tai mot chu trinh so cap.

Chitng minh. Vi G 14 mot do thi hitu han, méi duong so cap qua ting dinh khong qua mot
1an, nén s6 duong so cap trong G 1a hitu han. Do d6, ta luon xac dinh duge duong di so cap c6
do dai cyc dai trong s6 cac duong di so cap ¢6 trong do thi G = (V, E).
Gid st : a = v1vy...U5_ 1) 12 MOt trong cac dudng di so cap c¢6 do dai cuc dai. Do bac clia mbi
dinh khong nho6 hon 2 (vdi moiv € V ¢6 d(v) > 2), nen dinh v; phai ké véi mot dinh u ndo do6
va u # vy. Xét 2 truong hgp:
+ Néu dinh v = v; (3 < i < k), khi d6 trong do thi G s6 ¢6 mot chu trinh so cip 8 =
V1V2...0;_10;V1.
+ Nguoge lai, néu dinh u # v;(3 < ¢ < k), khi d6 trong G ton tai duong so cip v =
uv1Vy...v;_1v; 6 do dai 16n hon dudng so ¢ap a ¢6 do dai 16n nhat da chon (mau thuén).
Vay dinh u = v;(3 <i < k) trong d6 thi G ¢6 mot chu trinh so cap.
]
Dinh 1y 3.21. Cho G = (V, E) la mot do thi vé hudng c6 |V| > 4 va vdi moiv € V ¢6 d(v) > 3
thi trong G luon ton tai mot chu trinh so cap c¢é do dai chdn.
Chitng minh. Gia st o 1a mot duong so cap ¢6 do dai cyc dai trong do thi G = (V, E):
QO = V1UV2V3 * * * Vj—1ViVj41 * * " Vj—1V;VUj41 - * - Vk—1Vk

Vi o 1a duong so cap ¢6 do dai cuc dai va bac ciia mdi dinh khong nhd hon 3, nén dinh v, phai
ké véi 2 dinh v; va v; khéc thudc duong o v6i 3 <@ < k, 3 < j < k. Khi d6 trong G ¢6 2 chu
trinh so cap:

+a1 = V19 - - V1001

+0Qo = V1V ViV "+ V;—10;01

Ta xét 2 truong hop sau:

+ Néu mot trong hai dudng so cAp aja hodic oy ¢6 do dai chén thi ta c6 diéu phai ching
minh.

+ Ngudgc lai, néu ca hai duong so cAp a; va ap déu c6 do dai 1é thi khi d6 duong di so cap:
a3 = V10903 - - - V1V — i ¢6 do dai chdn va dudng so cap: oy = Vv - - vj_1v;U1 €6 do
dai 1é, nén chu trinh: a5 = v1v0,41 - - vj_1v;v1 ¢6 40 dai chdn (diéu phai ching minh).

]

16



3.3 Tinh lién thong ctia do thi Sigma - MATHS

3.3.3 Tinh lién théng trong doé thi vé6 huéng

Dinh nghia: Mot do thi vo huéng duge goi 1a lien thong néu c6 duong di gitta moi cip dinh
phan biét ctia do thi.

G: lién thong va H: khong lién thong.

Cho d6 thi G = (V,E) va v € V. V' la tap hop cac dinh ctia V lién thong véi v, E’ 1a
tap hogp cac canh ndi 2 dinh cia V. Khi d6 do thi G = (V' E’) goi la thanh phan lién thong
(connected component) ctia G chita v. Duong nhién néu v va u lién thong trong G thi thanh
phan lién thong clia G chita v ciing 1a thanh phan lién thong chita u.

Vi du 3.22. Do thi ¢6 3 thanh phan lien thong.

AVARR

Dinh 1y 3.23. Do thi G = (V,E) la lién thong khi va chi khi G ¢6 duy nhat mot thanh phan
lvén thong.

3.3.4 Dinh cit va cau

Dinh cdt: Néu viec x6a di mot dinh v € V va tat ca cac canh lién thude véi né sé tao ra mot
dd thi con méi c6 nhidu thanh phan lién thong hon dd thi xuat phat. Cac dinh v nhu thé duge
goi 1 dinh cit (cut point) hay diém khdp.

Cau: Néu trong do thi G ta bd di canh e sé tao ra nhiéu thanh phan lién thong hon G thie
duoc goi la cau (bridge).

Vi du 3.24. Tim cac dinh cit va cau trong do thi:

AVARR
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3.3 Tinh lién thong ctia do thi Sigma - MATHS

Dinh cit cta G: b, c, e.
Cau: ab, ce.

Cha y: Khong phai dd thi ndo ciing ¢6 dinh cit va cau.
Dinh ly 3.25. Trong moi do thi G = (V,E) ¢6 it nhat n = 02 dinh |V| = n > 2. Néu
Yoy, vy € V théa man d(vy) + d(ve) > n thi G la do thy lién thong.

Heé quéa: Trong moi do thi G = (V, E) ¢6 n dinh, néu moi dinh v € V ¢6 d(v) > — thi G 1a do

|3

thi lién thong.

3.3.5 Tinh lién thong trong d6 thi c6 huéng

Lién thong manh (Strongly connected)
D6 thi ¢6 huéng G duge goi la lien thong manh néu c6 duong di tit a dén b va tit b dén a V a,
b € do thi. Vi du:

Lién thong yéu (Weakly connected)
D6 thi ¢6 huéng G duge goi 1a lien thong yéu néu do thi vo huéng tuong ing clia n6 1a lién
thong. Vi du:

D6 thi ¢6 huéng G dude goi 1a day di néu do thi vo hudng clia né 1a day da.

Dinh ly 3.26. Néu trong do thi G = (V, E) c¢6 ding hai dinh bdc 1é thi hai dinh nay phdi lien
thong vai nhau.

Chaing minh. Gia st do thi G = (V, E) ¢6 ding hai dinh bac 1& v va w nhung hai dinh nay lai
khong lién thong v6i nhau. Khi d6 v va w phai thudc vao 2 thanh phan lién thong G, G5 khac
nhau ctia G. Ching han v € G; va w € G5. Theo gia thuyét do G chi ¢6 dung 2 dinh bac 18
nén trong mdi do thi con G; vd Gy chi ¢6 ding mot dinh bac 16. Mau thudn véi tinh chat so
dinh bac 1é trong mot do thi 1a mot s6 chin. Vay v vd w phai lien thong véi nhau. O

Dinh 1y 3.27. (Dinh lyj vé diéu kién can va di cia mét do thi luwdng phdn)
Do thi G = (V, E) la mot do thy ludng phan khi va chi khi moi chu trinh ciia né déu cé do dai
chan.
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3.4 Mot s6 phép bién doi do thi Sigma - MATHS

Chitng minh. Giad st G = (V, E) la mot do thi ludng phan va tap dinh V cia G dugc chia
thanh hai tap con V; va V5. Khi d6, doc theo chu trinh bat ky ctia G thi cac dinh thuoc tap V)
va tap V4 sé 1an lugt nam lién tiép va xen ké nhau. Do d6, khi tré vé dinh xuat phat dau tien,
ta phai di qua mot s6 chin cac dinh vi do d6 chiéu dai cta chu trinh 14 mot s6 chin.

Ngugc lai, gid st ring G 1a mot do thi ¢6 tinh chat 1a tit ca céc chu trinh clia G déu ¢6 do
dai chdn. Ta sé ching minh tat cd cac thanh phan lién thong ctia G déu la do thi ludng phan
va do d6 G ciing 1a mot do thi ludng phan.

That vay, gid st rang G, 1a mot thanh phan lien thong cia G va vy 1a mot dinh cta G;.
Vé6i méi dinh v € G4 ta chon mot dudng o néi v va vg. Néu dusng o c¢6 do dai chin thi ta dua
dinh v vao tap dinh V;. Ngudc lai, néu o ¢6 do dai 1é thi ta dua v vao tap dinh V5. Sy phan
loai cac dinh cta Gy khong phu thudc vao cach chon duong di o. That vay, néu c¢6 hai duong
a ¢6 do dai chdn va o ¢6 do dai 1é ndi 2 dinh v va vy thi do thi Gy sé ¢6 chu trinh véi do dai
16, mau thuin véi tinh chat ban dau 1a G chi ¢6 chu trinh do dai chin.

Véi cach thiét 1ap hai tap hop dinh V; va V5 nay, cac dinh cfia do thi G4 hodc thude tap hop
dinh V; hodc thuoc tap hop dinh V5. Bay gio, ta chitng minh ring chi c6 cac canh ndi cac dinh
khong thudc cuing mot tap hop dinh v6i nhau ma thoi. That vay, gid si rang ¢6 2 dinh v va
u ké nhau trong G, thi chiing khong thé thudc ciing mot tap hop dinh V; hoiac Vs, néu khong
ta c6 thé di tir dinh vy dén dinh v roi di dén dinh u bang canh vu rdi trd vé dinh vy biing mot
duong di c¢6 do dai 1é. Diéu nay khong x4y ra trong do thi G. Vay G 1a do thi ludng phan véi
hai tap dinh roi nhau 1a V5 va V, bang cach ma ta da xay dung trén. O

3.4 Mot sbé phép bién ddi dd thi

3.4.1 Hdgp cia hai d6 thi

Hop clia hai do thi Gy = (Vi, Ey) va Gy = (Va, Ey) 1a mot do thi G = (V) E) ¢6 tap hop céc
dinh 1a V = V; U V5 va tap hop cac canh 1a E = E; U E».
K}” hiéu: G = G1 U GQ.

Vi du 3.28.
a b
C a b C . b c
; / f
Gy G, d &

3.4.2 Phép phan chia so cap

Cho dd thi G = (V, E), néu ta b di mot canh e = uv cia G v them vao mot dinh méi w
ciing v6i 2 canh uw vA wv thi phép toan trén duge goi 1a phép phan chia so cap.
Hai do thi Gy = (Vi, E1) va Gy = (V3, Ey) duge goi 1a dong phoi (homeomorphic) néu ching ¢6
thé nhan dugc tit cting mot dd thi bing mot diy cac phép phan chia so cip.
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Vi du 3.29.

1 lz GS

G5 va G5 13 dong phai vi cting nhan duge tit G;. Ro rang Gy va G'3 khong dang cau véi nhau.

Cht y: Hai dd thi 13 dong phai thi chua chic diing ciu véi nhau.

4 Bai luyén tap

4.1 Dinh, canh, bac trong graph

2. Mot nhém ¢6 5 ngudi. Ho t6 chitc dau ¢& vua, hai ngusi dau véi nhau khong qua 1 van.
CMR trong bat ki thai diém nao ciing ton tai 2 ngudi c¢6 sb6 van da choi bang nhau. Ménh dé
c6 con dang khong véi s6 ngudi 1a 6 hay 10 nguoi?

3. Trong mot nhom nguoi bat ki, luon ¢6 2 ngudi ¢6 s6 ngudi quen bing nhau (sy quen biét
nhau 1a tuong ho).

4. Trong mot nhém nguoi bat ki, ludn ¢6 2 ngudi ¢6 s6 nguoi khong quen biét bing nhau (sy
khong quen biét nhau 1a tuong hd).

5. Tai sao hai bai toin nay giéng nhau? Hay phat bi¢u bai toan bing ngon ngit DS Thi!

6. Hay tim don do thi nhé nhét- sao cho khong c¢6 dinh c¢o 1ap, va ciing khong ¢6 dinh day da
- don do thi nhu vay ¢6 bao nhiéu dinh?

7. C6 bao nhiéu don do thi ¢6 4 dinh sao cho khong ¢6 dinh ¢o 1ap, va ciing khong ¢6 dinh day
du?

8. V6i nhitng gia tri n nao thi ton tai don do thi n dinh sao cho khong c¢6 dinh c6 1ap, khong
c6 dinh day da va khong c6 ba canh doc lap.

9. Hay chi ra mot don do thi n-dinh ma chi ¢6 duy nhat mot cip dinh c¢6 cling bac!

10. O mot thanh phd trong 1 ngay luon c6 2 telephon ma tit d6 ¢6 cling s6 cudc goi dien di
noi khac?

11. Trong mot nhém 21 ngudi mdi ngudi déu viét 2 hodic 4 14 thu cho cac ban khac, trit mot
ngudi viet 6 1a thu cho ngudi khac. Hoi mbi ngudi ¢ thé nhan duge ding 3 14 thu hay khong?
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4.2 Db thi day di, do thi con, do thi c6 huéng, do thi bu, dé thi cay Sigma - MATHS

Luu §: Do thi ¢6 huéng.

12. Trong mot nhém 9 ngudi mdi ngudi cho 5 ngudi khac 1dong tién vang. CMR ¢6 2 ngudi
nhan duge s6 dong tien vang bang nhau.

HD. Phén chitng. Gia st mo6i ngudi nhan duge s6 tién khac nhau. Hay so sanh s6 tién da cho
va sO tién nhan dugc.
4.2 D6 thi day da, do thi con, dé thi cé6 huéng, dé thi b1, do thi cay

13. Hay tim da dién 6 dinh sao cho d6 thi — duge tao bdi cdc dinh va cac canh clia né6 — ¢6
cac dinh déu c6 bac 4. C6 bao nhidu don do thi 6 dinh ma tat ¢ cac dinh ¢6 bac 4.

14. Trong mot nhém 5 ngudi ¢t méi ngudi thi biét 3 nguoi khac, héi sy quen biét nay c6 phai
14 hai chiéu khong?

KQ: khong thé.

15. Trong mot nhom 6 ngudi cit méi ngudi thi biét 3 nguoi khac, hdi sy quen biét nay c6 phai
14 hai chiéu khong?

KQ: c6 thé. Cho 6 ngudi ngdi quanh ban tron. Moi nguoinoi véi 2 ngusi hai bén va ngusi déi
dién. Hay lay vi du vé 3 nguoi va 3 cai giéng!

16. V6i n bing bao nhiéu dé trong méi nhom n ngudi, khi si quen biét 14 tuong hd, mdi ngusi
c6 ding ba ngudi quen?

HD. Néu n chin_thi-phuong phap trén c6 thé ap dung. Trudng hop n 18 thi khong ton tai vi
dinh 1§ tong cac bacclia céc dinh 1 s6 chin.

17. V6i n bing bao nhiéu dé trong mdi nhom n ngudi, khi si quen biét 13 tuong hd, mdi ngusi
c6 ding 6 ngudi quen? Hay phat biéu bai toan bing ngon ngit do thi!

- 2 N ~ 2 ~ ~ . . N ~ < ~ < X
HD. Hién nhién n > 7./ va cung chi cadn nhu vay. Lai cho moi ngudi bén ban tron va cho moi
ngudi lam quén v6i 3 bén trai va ba bén phai.

18. V6i n va k nao thi ton tai don do thi n dinh va k—déu?

HD. Hién nhién n > k. Néu k chin thi ton tai. Néu k 1é n 18 thi tong bac ctia cac dinh 16 — vo
ly. Néu k =21+ 1 ( k 1¢) va n chdn. Ta lai ¢6 thé thiét 1ap mot do thi n dinh ngdi quanh ban
tron. Mot dinh néi v6i j + [ dinh hai bén va mot dinh déi dien. Vi du n = 10 va k = 5 trong
vi du sau:
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4.2 Db thi day di, do thi con, do thi c6 huéng, do thi bu, dé thi cay Sigma - MATHS

19. Mot nhém ¢6 10 ngudi, mdi ngudi quen biét (tuwong hd hai chiéu) 7 nguoi khac.Hay chi ra
rang bat ki 3 ngudi ndo déu c6 ngudi quen chung. Hay phét biéu bai toan bing dd thi!

20. CMR mot don do thi (2k — 1) dinh k—déu bat ki hai dinh nao ciing ¢6 chung dinh lién ké
(chung hang x6m).
Bai toan con ding khong véi don do thi 2k dinh k—déu?

21. CMR don do thi (3k — 1) dinh 2k—déu bat ki 3 dinh nao ciing ¢6 chung dinh lién ké. Bai
toan con diung khong véi don do thi 3k dinh 2k—déu?

HD. Hay chi ra ring s6 diem c6 thé 1a lién ké ciia'mot dinh 1a k& — 1. 3 diém thi c6 nhiéu nhat
(3k — 3) dinh. Vay con 2 dinh 1a chidng.( nhién hon 1). Nhung con s6 nay khong thé ha thap
hon. Vi du véi 3k dinh. Lay 3 dinh-bat ki va chia cic diém con lai vio 3 nhém mdi nhom c6
mot diém ké trén. Tat ca cac diem khong cung nhom dudc ndi véi nhau. Do thi nay khong thoa
man ménh dé.

22. Don do thi day dt n dinh c¢6 bao nhiéu canh?

23. C6 bao nhidu don dd thi 7 dinh 4-déu? Va c¢6 bao nhidu don do thi 9 dinh 6-déu?
HD. Quan sat do‘thi phan bi.

— C6 2 don.do thi 7—dinh va 4—déu:

— 4 don d6 thi 9 dinh vA 6—déu c¢6 4 trudsng hop.
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4.3 Maobi lién hé gitta bac ctia dinh va cdc canh Sigma - MATHS

24. Mot don dd thi n dinh ¢6 nhidu nhat bao nhiéu canh dé né khong c6 ngoi sao k dinh
(n>k)?

25. Hay vé phan bu clia cac dd thi sau:
a) G la do thi lap phuong;
b) Gs 1a dd thi bat dien déu;

)

)
¢) H, la do thi da gidc déu n canh n = 3,4, 5, 6;
d) Gs1a do thi v6i V = {x,y,u,v}, £ = {zy, yu, uv};
)

e) G4 1a do thi ¢6 cac dinh 13 7 dinh clia that gidc déu, canh 14 cdc canh da gidc va cac
duong chéo nho nhat.

26. C6 bao nhiéu don do thi 6 dinh sao cho bac cia cac dinh lan lugt 14 4,4, 4,2, 2,27
HD. Xét do thi phan bu : 1,1,1,3,3,3. ( chi duy nhat ¢c6 mot, do thithdéa méan)
27. Don dd thi 10 dinh ¢6 20 canh. Héi dd thi bt ctia né ¢6 bao nhiéu canh?

28. V6i nhitng gid tri nao cta n thi ménh dé sau dung: Néu G 1a don d6 thi n dinh, thi hoac
trong G hoiic trong phan bu ¢6 s6 canh 1a s6 18.

4.3 Mobi lién hé gitta bac cta dinh va cac canh

29. Ngudi ta hdi cac thanh vién ciia mot nhom 8 ngudi: Ban biét bao nhiéu nguoi trong nhoém?
Va lan lugt nhan duge cau tra 1oi 1a: 3,5,4, 2,5, 2, 4,4. Hoi sy biét trong nhéom c¢6 phai 1a quen
biét hai chiéu duge khong?

HD. Khong. Vi tong ciia cac bac 1a'sd 16

30. Trong mot nhom 10 ngudi, mdi ngudi tu dém s6 nguoi minh quen biét, tat nhién quan hé
hai chiéu tuong hé. Két qua 1a ¢6 ba nguoi ¢6 5 ngudi quen, hai ngudi ¢6 2 ngudi, nhitng nguoi
con lai mdi ngudi déu c6 4 ngudi quen. Hay chi ra rang ¢6 nguoi nao d6 dém nham.

HD. Tong cic bac larsd 1. Vayquan hé 1a 2 chidu nén din dén mau thuin.

31. Hay tong quat hoa baitoan va phét biéu bing ngon ngit do thi.

32. Dinh I vé tdng céc bac clia cac dinh 13 s6 chn trong mot don do thi con ding khong déi
v6i do thi hitu han bat ki?

HD. Néu khong co canh vongithi ménh dé van dung.

33. Ta c6 thé néi gi vé s6 cac dinh c6 bac 1é trong mot do thi khong cé canh vong?

34. Trong mot do thi dinh hudéng 10 dinh , cac ,bac - ra” ctia cac dinh lan lugt 14 1,1, 2, 3, 3, 3,4, 4, 4, 4.
Hoéi d6 thi c¢6 bao nhieu canh?

DS: 29.

35. Trong mot do thi dinh huéng 9 dinh, cac,bac - vao” clia cac dinh lan lugt 141, 1,2, 3, 3,3, 4,4, 4.
Hoéi d6 thi ¢6 bao nhiéu canh?

DS: 25

36. Hay phat biéu mdi quan hé ciia cac bac, va tong cac loai bac trong do thi dinh hudng.
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4.4 D6 thi Iuéng phan Sigma - MATHS

4.4 D> thi luéng phan
37. Hay biéu dién bang hinh vé& cdc dd thi day di Koo va K3 3.
38. Do thi nao 13 ludng phan trong cac do thi sau:

a) Hinh 1ap phuong.

)

b) Hinh ngi gidc déu.

¢) Bat dien déu (8 dinh).
)

d) Do thi ma cdc dinh 14 6 dinh clia mot luc giac déu, cdc canh ctia luc gide va cdc dudng
chéo dai nhat ctia luc giac 1a cac canh ctia d6 thi?

39. Co dung 1a trong mot do thi ludng phan cac do thi con ciing 14 do thi ludng phan?

40. D6 thi ludng phan 10 dinh c6 thé c6 nhiéu nhat bao nhiéu canh? Vi do thi luéng phan 11
dinh thi sao?

41. Mot do6 thi ludng phan n dinh thi c6 thé c6 nhiéu nhit bao nhiéu canh?

42. V6i nhitng n nhu thé nao thi luon ton tai do thi luéng phan n—dinh sao cho phan bu ctia
n6 ciing 1a do thi ludng phan? Hay tim tat ci nhing do thi nhu vay.

43. C6 hay khong don do thi ludng phan ma trong dé bac cia cac dinh 1a 3,3,3,3,4,4, 4,47
Hay chimg minh khong ton tai hodc tim tat ca?

44. Co6 hay khong don do thi luéng phan ma trong do6 bac cta cac dinh 14 3,3, 3,3,3,4,4,5,67
4.5 Duong di, chu trinh, lién thong
45. Trong do thi sau ta c6 thé thiy cac dudng di, nhung khong la cac duong don gian hay so

cap. Hay chi ra hai diém khac nhau ma giita chiing c¢6 dudng di nhung khong c6 dudng so cap
(duong don gidn)?

46. Néu giita hai diém cta do thi c6 duong di thi c6 duong so cap? Don gidn?
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47. Cho trudec mot do thi G. Tao do thi G’ bang cach: Dinh ctia G’ 1a dinh ctia G, mot cap hai
dinh ctia G’ dugc ndi véi nhau bing mot canh néu cic diem nay duge ndi véi nhau bing mot
duong so cap. Hay biéu dién bang hinh hoc cac do thi phan bt G’ ctia nam dd thi G sau day:

| XA

% ﬂ@ O

48. CMR mot do thi 1a lien thong néu c6 mot dinh ma tit d6 c6 duong dan dén dinh khéc.

49. Hay cho mot do thi 6 dinh khong lien thong, co
a) 6 b) 7 c)9
canh. C6 hay khong d6 thi 6 dinh khong lien thong va ¢6 10, 11 canh ?

50. Ménh dé sau day dung hay sai:

— Néu cac dinh ctia mot do thi lien thong duge chia thanh hai phan khong rdng, thi luon ton
tai mot cach néi hai phan véi nhau?

Diéu nguogce lai con ding khong?

51. Ménh dé sau day dung hay sai:
— Néu G 1a d6 thi khong c¢6 canh khuyeén, thi trong cdc thanh phan ciia n6é c¢6 s6 chén céc dinh
167

5 Ij’ng dung

52. Nam ngudi trong mot hoi gap nhau. Ngudi ta héi ho trong sé nay mdi ngudi c6 bao nhiéu
ngudi quen cii. Cau tra 10i lan lugt la:

A: — Tdi quen 4 ngudi;

B: — Tb6i quen it ngudi hon A;

C: — Sb nguoi t6i quen bang cua D;

D: — T6i quen it hon mot ngusi so véi E;
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E: — S6 nguoi toi quen 1a s6 1é.
Hoi C va D ¢6 quen nhau khong?

HD. E quen 3 ngudi (vi D nén khong thé 1?7) — D = 2, C' = 2. C4 hai phai quen A. It nhét
mot trong hai ngusi phai quen E. Vay C va D khong thé quen nhau.

53. Hay vé mot so do cho mot viing ¢6 5 thanh phd gitta cac thanh phé c6 thé cé cac dusng

ndi v6i nhau.

a) Tu cdc thanh phd lan lugt ¢6 1,2,2, 3,4 con dudng xuat phat. C6 bao nhiéu con duong
trén ban do?

b) Tu cac thanh phé lan lugt ¢6 1,2,2,3,3 con dudng xuat phat. C6 bao nhieu con dudng
trén ban do?

54. Trong mot hoi 9 ngudi déu c¢6 it nhat mot nguoi c6 s6 nguoi quen 1a s6 chin — diéu nay
c6 ding khong?
DS: Dung.
55. C6 hay khong mot hoi 10 ngudi ma s6 ngudi quen cia ho la:

a) 4,3,3,3,3,3,3,3,3,3;
b) 9,3,3,3,3,3,3,3,2,0;

C

)
)
) 9,3,3,3,3,3,3,3,2,%
)

d) 9,9,9,8,8,8,7,6,4,4;
DS: a) khong, b) khong, ¢) co.

56. Trong mot nhém c6 mot s6 ngudi bat tay nhau. Hbi ¢6 luon tim duge hai ngudi c6 sb cai
bt tay bang nhau?

DS: Dung (dirichlet)

57. a) Trong mot hoi ngudi ta choi véi nhau mot s6 van cd. Bat ki hai nguoi nao chi choi
v6i nhau khong qua mot van. Chiing minh ring luon ton tai hai ngudi ¢6 s6 nguoi dau
c0 v6i ho bang nhau.

b) Diéu khing dinh con diing khong néu cho phép hai ngudi duge dau véi nhau s6 van tiy
thich?

HD: tham khao Bai 6.

58. Trong budi da hoi c6 4 chang trai v 4 co gai tham du - cac chang trai nhay doi véi cac
cd gai. Ngudi ta hoi cac co gai da nhay véi bao nhiéu chang trai. Cau tra 1oi 1a 3,1,2, 2. Cling
cau hoi d6 véi cac chang trai: 2,2, 3,2. Hay chi ra ring c¢6 mot ngudi nao khong néi that.

HD: Tong cac bac clia cdc dinh ctia d6 thi 1é — vo 1y.
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59. a) Trong budi da hoi ¢6 21 chang trai va 21 ¢6 gai tham dy. Tat ca cdc chang trai nhay
v6i 4 hodc 2 ¢o gad, trit mot ngudi da nhay véi 6 co. Hoi kha nang cac ¢d gai moi ngusi
nhay véi 3 hodc 5 chang trai c6 thé khong?

b) Mot hoi ¢6 21 nguoi, tat cd déu viét thu cho 2 hodc 4 ngudi khéc, trit mot ngusi da viét,
cho 6 nguoi khéac. Hoi ¢ xay ra kha ndng mdi ngusi nhan duge 3 hodc 5 1a thu?

HD. a) S6 1an nhay ctia cac ban nam la s6 chén, s6 1an nhay cia cac ban nit 1é — khong the.
b) S6 thu giti di 1a s6 chén, s6 thu nhan duge 1a s6 1é — vo 1.

60. Hay vé cac do thi sau néu c6 thé khi bac cia cac dinh la:
a) 1,2,3,4,5,6 b) 5,5,5,6,6,6,7,7,7

61. Trén hinh vé 13 so d6 cac lang va gitta chiing 14 cac con dudng giao thong. Biét rang ving
ndy c¢6 2 tuyén xe bus lan luct qua cac dia danh:
Tuyén I1: C, E, I, B. Tuyén 2: I, C, A, D.

a) b)

Trén mdi tuyén cac dia danh duge ghi theo thit tir giao thong trén duong. Hay ghi cac dia
danh A tuong tng trén ban do a) rieng , va b) rieng.

62. C6 5 cip vg chong giap nhau. V6i nhitng nguoi chua quen biét, ho bat tay nhau tu giéi
thiéu. Trong bita tiéc chli nha hoi tat cd moi ngusi da bat tay vdi bao nhiéu ngudi va nhan
dudc cac con s6 khac nhau. Hoéi vo ong ta d& bat tay vdi bao nhiéu nguoi? Va chlt nha da bat
tay véi bao nhiéu ngusi?

HD. Hay chi ra ring trong mot gia dinh s6 1an di lam quen 13 khong ddi (8+0), (7+41), ..., (4+4).
tit d6 suy ra chi ¢é cap (4 +4) 1a chi gia dinh.

63. Co6 21 ban hoc sinh tham gia mot cuoc gap gd. Nguoi ta lan lugt héi ting nguoi c6 bao
nhiéu ban ciing 16p ¢6 mit & day hom nay? Trong 13 ngudi tra 16i dau tién ¢6 nam ban néi 3,
tam ban no6i 4. Hoi cac ban con lai mdi ngudi c6 bao nhiéu ban cling 16p ¢6 mat, néu biét rang
tat cd déu co it nhat mot ban ciing 16p tham dy?

64. C6 mot nhom 10 nguoi. Biét rang tat cd moi nguoi déu quen it nhat 7 nguoi khac. Hay chi
ra ring cit bat ky 3 ngudi trong hoi déu c6 ngudi quen chung. C6 thé tdng quéat hoa bai toin
dugc khong? Hay dung do thi dé dién dat bai toan tong quat.

HD. Ta chon ra bat ki 3 nguoi A,B,C. Ngudi A va B ngoai nhitng ngudi trong nhom A,B,C con
¢6 it nhat 3 nguoi ban chung. Ba nguoi ndy sé ¢6 mot nguoi quen C va vi vay quen ca nhom

AB,C.

65. Hay vé biang mot nét cac hinh sau, mdi dudng chi duge di qua 1 1an, cic duong da vé co
thé cit nhau.
Hay ki hiéu diém bat diu vi diém két thic. (C6 mot sd hinh khong c6 15i gidi).
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66. Tren hinh 13 lu6i 6 vuong 3x3. Hay xép lai hinh béng:
a) Tam doan chi do dai 3;

C

)

b) Bon doan chi do dai 6;
) Séu doan chi do dai 4;
)

d) Ba doan chi do dai 8 cm.

Khong duge cat cac doan chi.

67. Trén ban ¢ dit cdc quan cd sao cho trén moéi hang va méi ¢t co:

a) Dung ... b) It nhét ...

hai quan cd. Chiing ta c6 thé chic chin ring trong trudng hgp nay c6 thé lay ra vai quan cd
sao cho trén ban mdi hang vd moi ¢ot con ding mot quan cd?

68. C6 mot bo domino. Cac quan duge ghi céc s6 0, 1,2, ..., 10 mdi quan 2 s6. Bo domino clia
chiing ta hoan toan day dd, tic 13 tit nhitng s6 trén tao ra mot cip s6 bat ki thi c6 ding mot
quan domino ghi hai s6 dé.

a) Co6 thé xép nhi¢u nhit bao nhiéu quan lén ban theo ding luat?
b) Tinh hinh thay déi thé nio néu cic con domino duge danh sb tit 0, 1,2, ...,9?

69. C6 bao nhiéu do thi 5 dinh ma bac cta cic dinh la:
a) 1,2,2, 3,3 b) 1,2,2,2,3.

DS. Khong ¢6 do thi nhu vay.
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70. Phai dat 4 diém trén mit phﬁ’mg sao cho cac khoang cach duge tao thanh khong co 3 kich
thuée khac nhau.

HD. Tam gidc déu va trong tam.

71. Ngudi ta mudn xay dung mot he thong duong bay gitta cdc thanh phd 16n sao cho tir mot
thanh phé c6 khong qué 3 tuyén bay xuat phat di thanh phd khéac, nhung chi can khong qua
mot 1an chuyén tuyén bay 1a c6 thé dén bat ki thanh phd nao khac. Hdi s6 thanh phd 16n nhat
dé c6 thé t6 chitc mot mang ludi cac dudng bay nhu vay?

72. O mot vung kia ¢6 16 lanh chtia, mdi lanh chta chi hoa hoan véi 3 lanh chiia khac con thu
dich v6i tit cd cac ngudi con lai. O mot ving canh d6 ¢6 8 lanh chia thiy doi séng cia dan &
viing th dich doi séng gap kho khan, ho ¢6 thé gitp dd nhung chi véi diéu kien mdi ngusi chi
dugce gitip 2 ngudi khac 1a ban clia nhau trong viing giap nan. Hdi c6 thé t6 chic viec gitp dé
sao cho tat cd cac titu vuong bi nan déu c6 phan trong qui tir thien?

73. Hinh lap phuong luéi 2 x 2 x 2, m&i mat duge chia thanh 4 hinh vuong con (c6 tong cong
24 hinh vuong con) ngudi ta chon bat ki 26 canh clia cdc hinh vudng con nay va son ching
thanh mau d6. Chitng minh ring ton tai mot duong khép kin toan 1a cac canh mau dé tao néen.
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74. Phai xay dung hé théng dudng bay cho 10 thanh phd khic nhau, mdi thanh phd c6 thé
dén thanh phd khéac bing cach tryc tiép hay ddi tuyén. Hay cho s6 duong bay it nhéat dé c6 thé
thuc hién dé an.

DS. Cay trong do thi.

I

75. C6 7 nha thién van dang ngoi trén hanh tinh ctia minh. Mdi ngusi déu theo doi nguoi ngodi
gan minh nhat bing éng nhom. Hoi ¢6 ai khong bi theo déi khong?

Vi du:

e
P

76. C6 6 guom thi to chitc mot cude thi dau vong tron. Hay chi ra ring trong bat ki mot thoi
diém nao déu c6 thé tim ra 3 ngudi hodc ho chwa hé dau véi nhau hodc ci ba déu da do guom
v6i nhau ting doi.

6 Bai tap tu luyén
77. Hay cho mot don do thi 8 dinh 16 canh va lien thong.
78. Hay cho mot do thi 6 dinh khong lién thong ma bac cia cac dinh déu bang 2.

79. Mot do thi c6 cac dinh 1a: 2,3,4,6,8,9. Hay ndi hai dinh v6i nhau néu hai s6 c6 UCLN
khac 1. Hoi do thi c6 do thi con 4—dinh day da? C6 chu trinh Euler? Chu trinh Halmilton?

80. Hay cho vi du vé don do thi 6 dinh 3—déu.
81. Hay cho dd thi 4 dinh vi ding ciu v6i phan bu cia né.
82. Hay chi ra tat ci cac don dd thi 3—dinh va khong déng cAu véi nhau titng doi mot.

83. Hay cho mot do thi 5—dinh, khong c6 tam gidc va ciing khong c¢6 3 diém co lap.
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84. CMR mot do thi don hitu han luon ¢6 2 dinh ¢6 cung bac. (Néu khong cho diéu kien don
khing dinh sé khong ding — tim vi du?)

85. Cho 100 diém trén mat phing, khong c6 ba diém nio thing hang. Cac diém dugc nbi véi
nhau bang cdc doan mau xanh hodc d6. CMR tim dudc 2 dinh c¢6 s6 canh d6 xuat phat tir
chiing bing nhau.

86. a) C6 ton tai hay khong do6 thi 10 dinh va cac dinh ¢6 bac 1a 3?7
b) Co6 ton tai hay khong do thi 11 dinh va cac dinh ¢6 bac 1a 37

87. Mot do thi 7—dinh 15 canh. Bac cua 6 dinh 1an lugt 14 3, 3,4, 5,5, 5. Hoi canh thit 7 ¢6 bac
bing bao nhieu?

88. Nguoi ta liet ke — 5 kha ning — céac bac cia mot don do thi 5—dinh trong c¢6 truong hop
khong théa man. Hay chi ra 1 (hodc cic) kha nang khong thé d6?

(A)1,1,1,1,0 (B) 2,2,2,2,2 (C)3,3,3,3,3 (D) 2,2,3,3,4 (E)
2.2,2 4.4

89. C6 5 hanh khach trén mot xe bus. Ho déu vé ga cudi. Lai xe vui vé hoi ting nguoi: Trén
xe ho quen biét bao nhiéu hanh khach? Cac cau tra 10i 1an lugt 1a: 1,2,3,6,5, 3, 1. Lai xe phat
hién ra ngay c6 hai ngusi nao dé gian nhau. Tai sao vay?

90. Hinh vé dudi day biéu thi mat bing ctia mot cin nhi véi cac budng va cita di. Lieu c6 thé
di lién tuc qua mdi ctta mot 1an va chi mot 1an duge khong?

L I
P: l:T:]_ i
[ | I

) —

— I—
— = —

7 Bai kiém tra
91. Hay vé mot ban do c6 5 thanh phd, giita cdc thanh phé 1a duong di. Tt mdi thanh phé co
2,2,3,3,4 duong. C6 bao nhiéu duong trén ban do?

92. Trong mot dém da hoi c6 5 chang trai va 4 ¢ gai tham gia. Nguoi ta hoi cdc ¢o gai da
khiéu va1 v6i bao nhiéu chang trai. Cac cau tra 1oi 1a 3, 3,2, 2. Ngudi ta ciing hdi cac chang trai
da khiéu vii v6i bao nhiéu co gai. Bén ban tra 10i: 1,1,2,3. Hoi chang trai thit 5 da khieu vii
v6i bao nhiéu ¢o gai?

93. C6 bao nhieéu d6 thi don ¢6 5 dinh vd 3 canh (cdc do thi dong ciu khong tinh 1a khac
nhau)?

94. Mot do thi 14 hinh 1ap phuong. Héi duong dai nhat trong do thi nay 1a bao nhiéu?
bS: 7.
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95. Licu c6 thé c6 khong mot hoi ma trong dé6 mdi ngudi c6 ding 6 ngudi quen vi bat ki hai
ngudi ndo déu c6 2 ban chung?

96. Xung quanh qud dit c6 36 vé tinh nhan tao quay xung quanh. Hay chi ra ring bat ki lic
nao ciing ¢6 mot vi tri trén trai dat sao cho tir d6 chi thay khong qua 18 vé tinh.

97. Mot hoi c¢6 13 nguoi. Néu mdi nguoi déu quen it nhat x ngudi, thi bat ki 3 ngusi ndo déu
c6 mot ngudi quen chung. Tim gid tri x nhé nhat dé khing dinh 1 ding.

98. Ngudi ta xay dung mang lué6i thong tin tric tuyén cho 10 lang. Mbi duong day ndi hai lang
véi nhau. Gitta hai lang khong c6 qua mot duong day. Néu da xay dung xong x dudng day thi
c6 thé tric tiép hodc gian tiép bing cach ndi cac duong day véi nhau dé cé thé lien lac hai dia
danh bét ki. Hdi it nhat x 1& bao nhiéu dé chic chan khang dinh I3 ding ?

99. Mot don do thi 6 dinh, bac clia cac dinh 12 1,1, 1,2, 3,4. Ménh dé nao sai?
A) D6 thi lien thong; B) Do thi chita chu trinh;
C) Trong do thi ¢6 dudng do dai 4; D) D6 thi 1a ludng phan;

E) Dinh bac 3 va dinh bac 4 1a lién ke.

100. Mot don dd thi 6 dinh, bac ciia cac dinh 1a 3 (3-déu). It nhit c6 bao nhieu tam giac c6
trong do thi?
A)0O B) 1 C) 2 D) 3 E) 4

101. Trong mot nhém 21 ngudi, méi ngudsi viét thu cho ba hodc 4 ngudi khac, ngoai trit mot
ngudi viét cho 6 nguoi khac. Lieu c¢6 kha ndng mdi ngudi nhan duge x hodc y 14 thu?

A)z=3y=2 B) x =3; y=75;
C) x=4;y=6; D) z=4;y=3;
E)z=1y=5

102. Trong nhom 9 ngudi, moi nguoi ghi len manh gidy ¢6 bao nhiéu ngudi quen trong sb
nhitng ngudi c6 mit. Sy quen biét 1a tuong hd. Héi trén to gidy nao co6 cau tra 10i chic chin
ding trong 9 s6 dugce ghi trén gidy?

A) Trong d6 c6 sb 4;

B) C6 s6 chin;
C) C6 hai s6 nguyén t6 cung nhau;
D) Giita cac s6 khong thé c6 nhieu hon 2 sb 8;

)
)
)
)
E) Trung binh clia céc s6 1a s6 nguyen.

103. Trong mot nhom ngudi 6 mot vai ngudi bat tay nhau. Diéu gi chic chin ding?
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A) C6 2 ngudi c6 s6 bat tay hon kem nhau 1;

=3

Co6 ngudi bat tay s6 chén lan;

O Qa

)

)

) Sb cai bit tay it nhat bang s6 nguoi clia nhom;
) C6 hai nguoi ¢6 s6 1an bét tay biang nhau;

)

E) C6 3 nguoi bat tay 1an nhau.

104. Mot t6i da hoi ¢6 6 nam va 5 nit tham gia. Nguoi ta hoi cdc co gai da nhay véi bao nhieu
chang trai. Cau trd 1oi lan lugt 1a: a = 3,0 =3, c = 2, d = 2, e = 4. Ngudi ta ciing hoi cac
chang trai da nhay vdi bao nhiéu ¢o6 gai? Ba nguoi tra 1oi 2, ba nguoi tra 1oi 3. Vé sau phat
hién ra ¢6 mot co gai n6i nham, hoi sita chita nao sau day dung?

A)a=5 B)e=3 C)c=4 D)b=2 E)d=5

105. Céac canh ctia mot do thi day du 6 dinh dude son bang ba mau. Diéu nao chic chdn dung?

A) C6 tam gidc mot mau;

B) C6 mot mau nao d6 tao thanh mot do thi 6—dinh lién thong;

o Qa

)

)

) Tt mot mau ndo dé c¢6 chu trinh;

) Xo6a di mot mau do thi con lai lien thong;
)

E) C6 7 canh ciing mau.

106. Nguoi ta muén lam mot cai khung ctia mot hinh lap phuong béng soi thép con. Cudi clia
cac day thép gip nhau & cac dinh va duge gift chat tai d6. Khong duge cit cac day. Hoi phai
can mot bo day thép thé nao dé thyc hien cong viec?

A) 2 doan day do dai 6; B) 3 doan day do dai 4;
C) 1 doan day do dai 12; D) Mot doan do dai 6 va mot doan 8;
E) 4 doan day do dai 3.

107. Néu mot don do thi ¢6 x dinh khong c6 chu trinh thi trong d6 thi bit clia n6é chic chin
tdn tai chu trinh. Hay tim gia tri nhé nhat cia x dé menh dé nay dang.
A)3 B) 4 C)5 D) 6 E) 7.

108. Trong budi gip mit c¢6 11 ban tham gia. Ngudi ta héi ting ngusi c6 bao nhiéu ban cling
16p tham gia? Trong 8 cau tra 16i dau ¢6 sdu ngudi noi 2, hai nguoi néi 4. Biét rang mdi hoc
sinh déu c6 it nhat mot ngudi cuing 16p ciing tham dy. Héi 3 ban cudi ciing tra 10i thé nao?
A) 4,2,2 B) 3,3,3 C) 4,4, 4 D) 4,4,2 E) 2,2,2
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8 Toéng hop kién thiic

D6 thi: dugc tao thanh tit cac dinh v mot s6 canh ndi mot sé cip dinh véi nhau.
Bac cutia dinh: 13 s6 canh xuat phat tit dinh do.

D6 thi hitu han néu cac dinh ctia né Ia hitu han.

Piém cb 1ap: néu tir n6 khong ¢6 canh xuit phat.

Vong hay Xuyén: 1 canh c¢6 dinh dau va cudi triing nhau.

Don d6 thi [3 dd thi khong c6 canh song song vi khéng chita canh vong.

D6 thi day da la don do thi ma bat ki hai dinh khac nhau déu dude néi véi nhau bing mot
canh.

Graph déu ( k—déu) néu bac ctia cac canh déu bang nhau (va bing k).

Graph lién théng: néu tit bat ki diém nay c6 thé di dén bat ki diém khéac bing céc canh.
Graph con 1a graph c6 céc dinh va cac canh nhan duge tir graph ,me”.

Complement graph ( D6 thi bi1) 1a hai don do thi c6 chung cac dinh, cdc canh rieng bigt
va hop clia chiing 1a do thi day dd hay n6i mot cach khac: tir do thi day da x6a di mot s6 canh
thi con lai 1 do thi phan bi.

Chu trinh Euler: La mot duong di khép kin sao cho tat ca cac canh dudge di qua ding mot 1an.

Chu trinh Hamilton: 1a mot duong di khép kin sao cho tat ca cac dinh duge di qua ding
mot 1an (trir diém quay lai).

Isomorph (Dang céu). Hai d6 thi hitu han G va G’ dudc goi la déng ciu néu cac dinh cla
chiing duge danh s6 lan lugt tir 1, 2, 3,...,n sao cho néu tir hai dinh i va j ¢6 canh ndi nhau
trong G, thi trong G’ hai dinh i vA j tuong tng ciing duge ndi véi nhau va nguge lai néu trong
G khong duge ndi thi trong G’ ciing khong.
Cac dinh 1y don gian va pho dung

1. Trong tat cd cac graph téng ctia cic bac dinh 1a s6 chin.

2. Trong tat ca cac graph s6 cac dinh c¢6 bac 13 mot s6 chén.

3. Mot do thi it nhat hai dinh, thi luon ton tai hai dinh c6 bac bing nhau.

34



Sigma - MATHS

N . P . —1
4. Do thi day du n dinh c¢6 s6 canh bang M

5. Ho#c do thi hodc phan bu ctia do thi la lién thong.
6. Trong do thi ludng phan khong chita chu trinh (vong tron) Ié.
Dinh ly Euler:

— Mot do thi lién thong c6 chu trinh Euler khi va chi khi bac clia cac dinh 1a s6 chén.

— Mot do thi lien thong ¢6 duong di Euler khi va chi khi ¢6 2 dinh ¢6 bac 1& va cac dinh
khéc co bac 1a s6 chin.

Dinh Ly (Dirac). Néu don do thi n — dinh ¢6 bac ciia cac dinh it nhat bing g thi do thi c6

chu trinh Hamilton.
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